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第 六 章 环 论 


$1 环 的 局 部 化 


本 书 所 说 的 环 都 是 有 乏 元 的 交换 环 ， 读 者 请 参考 第 三 章 § 2 
关于 “ 比 域 ” 的 讨论 ， 特 别 是 定义 3.7 中 提出 了 “局 部 化 环 ” 的 
概念 。 在 那里 ， 我 们 假定 了 SS 是 一 整 环 ， 在 本 节 中 ， 我 们 将 讨论 
一 般 环 的 情形 。 

定义 6.1 设 S 为 一 环 。S 的 一 个 非 空子 集 忆 如 果 适 合 下 列 
条 件 ， 

D 0 ED; 

2) di,d.€E D—>di'd,€ D, 

则 称 之 为 一 分 母 采 ， 

讨论 类似 于 定义 3.7， 我 们 想 要 定义 S/d4， 这 里 8ES, dE 
D。 自 然 的 ， 就 像 从 整数 环 Z 引出 有 理 数 域 Q 的 情形 一 样 , 我 们 
要 求 

S81 Ss _ S1de + Sod SU ,Ss _ SS 

d 4d dd ” dd d dd 
麻烦 的 问题 是 4€E D 可 能 是 一 个 老 因 子 ， 即 有 s€ES，s 志 0, 但 sd = 
0 。 则 我 们 不 驶 得 出 下 面 的 自 相 矛盾 的 算式 ; 


-s.1=s， 11-(s .人工 -0..- 
S=3.1=35 (4 了)=G 0 可 =0. 于 = 0。 


解决 之 道 ， 是 通过 商 环 的 步 双 ， 消除 这 个 难点 。 请 见 下 定理 。 
定理 6.1 今 DD 为 环 5 的 一 个 分 有 母系。 双 兮 
1 ={s: SE 5S， 存在 一 个 4 ED, 使 sd= 0}。 
则 有 
1) 是 5S 的 一 个 理想 ; 


2) 今 0: 8 一 S/T 为 典型 映射 ， 则 oCD) 是 S/I 的 一 个 分 母 
系 ， 而且， 如 果 o(s)o(d) =0， 必 有 o0(s) = 0 ， 此 处 4EDD。 

证 明 1) 如 果 s1,5s:EI， 则 有 di,4,€ D， 使 

Sd=0, $d,= 
显然 立 得 
(Sit+ss)dids = 0， 
(ss)d=s(Csd)=s. 0=0, vsES, 
于 是 了 是 理想 。 . 

2) 显然 ，0(4d1)o(d) =o(did,)E0(D)。 又 如 果 0 =o(d) 
Eo(D)， 立 得 4€E1， 即 存在 4ED, 使 0 =dd,ED。 这 与 D 的 
性 质 不 合 ， 所 以 0 Eo(D》。 因 此 5(D) 是 一 个 分 母系 。 

现 设 ol(s)o(d)=0， 则 olsd) =0， 即 sdE 7T。 故 必 存 在 贝 E 
D， 使 (dd) = (sd)d = 0。 立 得 SE1, 即 cGC)= 0。1| 

讨论 从 上 面 的 定理 ， 我 们 知道 ， 给 定 一 个 分 母系 口 以 后 
我 们 从 环 5 转移 到 环 S/I 来 考虑 。 虽 o《D) 中 没有 超 因 子 。 因 此 ， 
雳 因子 所 产生 的 难点 也 即 消 失 。 

定义 6.2 设 S 是 环 D 是 分 母系 . 合 1,o 如 定理 6.1 所 
设 。 又 令 8 =S/J1，D’=o《D)。 则 我 们 定义 5S 对 也 的 局 鄙 化 环 
So 为 下 面 的 集合 

SS1， = | 到: s ES ， x ep 小 


及 其 运算 规则 


又 如 果 3' =a(s)，d =o(d)， 则 定义 


S 8/ 


da 


讨论 1) 如果 S 为 整 环 ， 则 定义 6.2 与 定义 3.7 相 同 。 

2) 对 于 分 母系 的 规定 ， 我 们 也 可 以 取消 0 ED 的 限制 自 
然 如 果 0 ED 时 ，Sp= 0， 

例 1 全 S$S=Z 狼 Z，D={(n,0): 7 万 0}。 则 显然 D 是 一 个 
分 母系 。 此 时 ， 不 难看 出 

. 1={(0,m): mE 2Z}, 
S/I~=s2Z, olD) ={n: n 夺 0}。 

于 是 ， 我 们 得 出 Sp 一 Q。1 

我 们 任 取 sE53， 一 般 可 以 考虑 


o(s)o(d) 


SP OS)PD oD 


这 样 把 3 的 元 业 * ， 认 同 为 So 的 元 素 “79(< ， 例 各 ,在 例 1 
中 ,把 元 素 (n,m) 认 同 为 n/1=n。 显 然 ,这 个 认同 映射 不 是 单 射 。 
在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 将 证 明 ， 环 的 局 部 化 法 与 取 商 环 法 ， 
是 可 以 交换 的 ， 
定理 6,2 设 5 是 环 ,人 D 是 分 母系 ，J 是 S 的 理想 ，D 几 J = 
避 。 倒 1: 8->So 是 认同 映射 再 售 /=+(J)*Sob， 即 是 ] 的 元 
来 在 认同 映射 下 的 象 所 生成 的 理想， 又 合 7: S>S/ 是 典型 映 
射 。 则 恒 有 
x Di 一 op/ 三。 _ 
证 明 ”我 们 先 要 说 明 上 面 的 式 子 是 有 意 义 的 。 换 名 话说 ， 
x(D) 是 x(S) 的 分 母系 . 事实 上 ， 因为 DNJ=JJ， 自然 0 七 
AX(D)。 叉 有 TdD7(d,) = Xx(did)EA(D)(Y di,d,€ED)， 所 以 
z(D) 是 一 个 分 母系 。 - 
我 们 定义 一 个 上 映射 "如 下 ， 
GQ: (3S) 00) 一 So/ 太 ， 


(区 


请 读者 自行 证 明 ， 这 确实 是 个 单 满 映 射 ， 故 为 同 构 。 | 
我 们 常见 的 局 部 化 环 ， 是 取 D =S\p， 此 处 了 是 5 的 一 个 素 
理想 。 请 注意 ， 按 照 素 理想 的 定义 ， 我 们 有 
abEp 一 > a€p 或 5Eb， 
也 即 aEp, bEP 一 > abep, 
a€D, bED 一 > awbeD, 


因此 ，D = S\p 确 是 一 个 分 母系 。 

符号 设 D=sp， hp 是 素 理 想 ， 则 我 们 用 S ,表示 So。 双 设 
JSs5，r: 5 一 3， 是 认同 映射 ， 则 我 们 用 19 ,表示 z(C77S，， 即 由 
z(1) 生 成 的 理想 ， 

例 2 命 S=C[Ix,yj,， P=(x~a,y~b)， 则 有 


f(x,y) . 
S, =1 S [DEJ 
里 [这 光 7196 » g(a,b) "| 


不 难看 出 ，S, 邵 是 在 点 (4a ,6) 有 定义 的 有 理 画 数 的 集合 。 

又 全 R={(f(x),g(y)): f,9€S，fC0) = g《0)}, 即 定义 在 +* 
轴 及 y 轴 上 的 多 项 式 组 (任何 一 组 中 的 两 个 多 项 式 在 原点 取 值 相 
等 ) 的 集合 。 今 4= {(xf(x) ,yg(y))}， 则 有 


_{(/f(x) g(x) \. | f(0) _ g00) 
R={(£S ,0 ): 1《0) 六 0，s(0) 坟 0， rC0)™ stC0) }. 


不 难看 出 ，R。 妈 是 在 原点 有 定义 的 x* 轴 及 y 轴 上 的 有 理 画 数 组 
《每 组 中 的 两 个 有 理 画 数 在 原点 取 值 相等 ) 的 集合 。 

定义 6,35 设 环 8 中 只 有 唯一 的 极 大 理想 m， 则 称 S 为 局 部 
环 。 

讨论 ”定理 3.23 中 已 经 证 明 ， 在 任意 环 $ 中 必 有 一 极 大 理 
想 .在 局 部 环 的 定义 中 ， 我 们 强调 只 有 唯一 的 极 大 理想 ， 

定理 6,35 1) 环 S 是 局 部 环 <>J={sES: s 非 可 逆 元 } 是 一 
个 理想 。 于 是 是 S 的 唯一 的 极 大 理想 ， 

2) 设 p 是 环 S 的 素 理 想 ， 则 pS, 是 5, 的 唯一 的 极 大 理想 。 


于 是 S, 是 局 部 环 。 

证 明 1) 一 >。 令 m 是 5S 的 极 大 理想 ， 则 显然 m= 了 

< 一 。 任 取现 想 1 夺 S， 显 然 有 1 C 了 。 于 是 了 是 8 的 唯一 
的 极 大 理想 。 四 

2) 今 S/4ES。， 其 中 4Ep。 显 然 


和 ES，<> 5Eh. 


所 以 s/d 为 可 逆 元 当 且 仅 当 s 志 pb， 也 即 s/d 为 非 可 逆 元 当 且 仅 当 
SEp。 于 是 ， PS; 是 S， 中 的 所 有 非 可 逆 元 的 集合 ， 它 显 然 是 5S, 的 
一 个 理想 。 由 1)， 即 知 2) 成 立 。| 

例 3 .一 般 言 之 ， 任 取 环 8 的 一 个 分 母系 忆 ， 则 S 对 刀 的 局 
部 化 环 S。 不 一 定 是 局 部 环 ， 最 简单 的 例子 ， 合 D = {1}, 则 So = 
S， 显 然 不 一 定 是 局 部 环 。 

现在 我 们 取 一 个 实例 。 今 S = C[x, 幻 ，p = (y 一 x*)。 请 注意 
一 X=0 定义 一 条 撼 物 线 。 我 们 考虑 S,， 不 难看 出 


os 
此 时 ， 分 母 9(x,y) 不 在 抽 物 线 y -~ x = 0 上 醒 等 于 笼 ， 然 而 ， 在 
拍 物 线 的 个 别 点 上 ，9(x，, 乡 可 以 是 霉 。 例 如 ，3 即 可 以 当 作 分 
母 ， 而 此 多 项 式 y 在 原点 (0,0) 竺 于 适 。 自然 ，(0,0) 是 抛物 线 上 
的 一 点 。 | 

值得 我 们 注意 的 是 8 的 理想 在 局 部 化 后 的 变动 情形 ， 即 在 
So 中 生成 的 理想 如 何 。 我 们 有 下 面 的 定理 。 

定理 6.4 1) 设 忆 是 环 8 的 分 母系 ， 了 是 8S 的 理想 。 则 

JSp=Sp<>JN DE 


2) 设 P 及 J 是 S 的 素 理 想 ，J Cp。 则 下 面 的 映射 是 由 S 中 


含 于 ?的 素 理 想 集合 到 5， 的 素 理想 集合 的 单 满 映射 ， 
JTJS，， 


证 明 1) 一 >。 仿 5: $->5Dp 是 认同 映射 。 已 知 JSp = So， 
所 以 有 


1= Dy rd = HD, swES， ana€], di,d€ED, 


- Tt™(d;) 
即 T(a)=1(d), adEker(r)。 
于 是 存在 4 ED， 使 (a-d)d’ =0。 立 得 J3ad' =dd’ ED 
< 和 一。 显然 。 


2) 任 取 工 为 S, 的 素 理想 。 今 
J={a:a€S, aS,Cl)}, 

则 J 显然 是 S 的 一 个 理想 ， 以 及 JS,CT。 又 任 取 a/d€E 1 ， 则 a€ 
J, 以 及 a/d=al1/d)EJS,。 于 是 1=JS,。 又 设 abEJ， 则 
95S,C I。 用 1 是 素 理想 这 个 条 件 ， 立 得 aS,C 1 或 55,cCI， 
即 aE7 或 5E7J。 所 以 [是 S 的 一 个 素 理想 。 这 样 ， 我们 证 明了 了 旦 
射 由 JS ,是 满 射 。 

现在 我 们 假设 J, = 由 S,，/ 卫 与 也 都 是 含 于 ?的 素 理 想 ， 求 . 
证 J=J。 任 取 aEJ， 则 有 a/1EJS,=J'S,，。 所 以 有 


= Da , al,a’€], se€S, ddep, 


也 有 即 ad—a!’ Eker(Cr)。 
于 是 ,存在 上 Ep, 使 (0d -4 )4 =0EJ'。 但 CP, 所 以 4d' EJ ， 
而 J 为 素 理 想 ， 立 得 
ad-a’€J’, ad€J’, aE€EJ’, 

因此 JCJ'。 同 法 可 证 帮 己 J。 即 得 三 J， 故 映射 JJS, 是 单 
射 。 | 

例 4 对 一 般 分 母系 忆 而 谨 ,， J JS5 不 一 定 是 单 射 。 例如 ， 
取 S=ZBZ，D={(2n,0): n 夺 0}。 则 不 难看 出 


Sp = 二 : m,n€EZ, 全 0 } 


以 及 (0)Sp = ({0} 申 2)So， 其 中 (0) 表 示 $ 中 的 震 理 想 显然 
{0) 申 2 是 9 的 一 个 非 笼 理想 。 | 

任 给 一 环 S 及 两 个 非 舌 因子 4,5。 则 显然 0 也 为 非 需 因 子 。 
所 以 ， 所 有 的 非 堆 因子 的 集合 是 一 个 分 母系 D。 此 时 ，Szp 称 为 
3 的 全 比 环 ， 不 难看 出 ， 当 S 是 整 钱 时 ， 3 的 全 比 环 即 是 3 的 比 
域 。 


习 题 
1。 证 明 局 部 化 环 可 定义 如 下 ， 设 4 是 环 ，S 是 4 的 乘法 封 
闭 子 集 。 一 个 环 羡 称 为 4 关于 5 的 局 部 化 丈 ， 如 果 存 在 一 个 环 映 
射 了: A 一 多 ， 使 得 对 任 一 环 上 映射 9 : 4 一 日 ， 只 要 g(s) 在 8 中 


可 递 (YsES)， 必 存在 唯一 的 环 映 射 4: X-> 了 8B， 使 得 下 面 的 
图 表 交 换 ， 


2。 设 R 是 丈 ，S 是 尺 的 乘法 封闭 子 集 ， 如 果 对 R 的 每 个 迷 

理想 ? 而 早 ， | 
Snmp 二 OA， 

问 壬 是 否 一 定 在 S 中 ? 

3， 求 Z/m2Z 的 公 比 环 ， 其 中 mEZ， 
4。 设 R 是 主 理想 整 环 ， 证 明 局 部 化 环 Rp 也 是 主 理想 整 环 。 
5。 设 只 是 唯一 分 解 环 ， 证 明 Ro 也 是 唯一 分 解 环 。 

”6。 设 R 是 一 个 局 部 环 ， 了 是 R 的 轿 理 想 。 证 明 R/7 仍 是 局 

部 环 。 


7 证 明 玫 [[xa 7X2 ,°° ;Xnjj] 是 一 个 局 部 环 ， 这 里 Kk 是 一 个 


8。 证 明 在 震 点 附近 的 复 解析 画 数 集 C{{x}} 是 一 个 局 部 环 。 

9。 证 明 Z/p"Z 是 一 个 局 部 环 ， 其 中 p 为 素数 ，nE N， 

10. 今 =2Z/(60), P=2R。 求 R, 的 基数 。 

11。 设 R 是 整 环 ,， 证 明 R = 门 Rs， 此 式 右 端 的 交 集 是 对 及 
的 所 有 极 大 理想 m 而 诈 的 。 

12。， 设 ZCRCQ，R 是 一 个 局 部 环 ， 证 明 R = QZ 或 Q， 
此 处 2 是 一 个 素数 。 

13。 设 关 是 域 ， 天 [xz]CRCK(GD)， 尺 是 局 部 环 。 证 明 尺 = 
K[x] jz) 或 K(x)， 此 处 A(x) 是 K[x] 中 一 个 不 可 约 多 项 式 。 


32 整数 扩充 


我 们 考虑 ZCQ。 任 意 有 理 数 4a€ Q， 都 适合 下 面 形 式 的 整 系 
数 方 程式 
nx—-m=0,， n,mEZL, (n,m)=1. 
而 且 
aEZ<->2=1。 
又 ， 我 们 熟悉 的 2 EQ 的 一 个 古典 证 法 如 下 ， 首 先 ， 3 适合 
下 式 ， 
xX2 一 2 = 0， 
然后 再 应 用 下 面 的 定理 。 
定理 6.5 设 4 为 有 理 数 。 如 果 o 适合 下 面 的 整 系数 首 一 多 
项 式 ， 
， xX" +ax + tan=0, a€Z, 
则 a 必 为 整数 。 
证 明 使 a =m/d 为 谋 约 分 数 ， 即 (m,d) = 1 。 代 大 上 式 化 
8 


m* =d(—am" i and" 1), 
即 有 djm"， 所 以 4 = +1。 于 是 a =m/d€ Z。 1 

从 定理 6,5， 我 们 知道 ， 如 果 w 2 是 有 理 数 ， 则 必 是 整数 。 
显然 如 -2= 0 没有 整数 根 ， 因 此 w 2 必 非 有 理 数 。 

关 们 上古 对 整数 的 到 加 7 法 我 们 给 出 下 面 的 定义 。 

定义 6.4 给 定 两 环 SCR。 设 ER， 如 果 y 适 合 下 面 的 首 
一 方程 式 f(x) € S[x]j: 

f(x =x" +aX" lt tan= 0， ai€ES, 
则 称 > 对 5S 为 整数 相关 的 。 
“与 定理 6,5 完 至 一 样 ， 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 。 

定理 6.5′ 设 S 是 蛤 一 分 解 整 环 ， 天 是 8 的 比 域 。 如 果 
rEK 对 5S 为 整数 相关 的 ， 则 * 必 在 S 中 。 

证 明 . 读 考 自 证 之 。 】 

例 5 取 C[x,1/ 引 二 Cfxz]， 则 17x 不 是 对 C[ES] 整 数 相关 的 。 
我 们 可 以 把 C[x,1/x]j 表 示 成 C[x, 妇 /Cxy-1)。 从 几何 观点 来 
看 ，xy~1= 0 当 *x = 0 时 无 解 ， 即 双 曲 线 xy-1= 0 上 不 存在 
任何 一 点 ， 它 向 * 轴 的 投影 为 原点 ， 这 恰 是 y=1/x* 对 C[*] 非 整 
数 相关 的 几何 意义 。 一 般 来 说 ， 如 果 y 适合 下 面 的 方程 式 

QoXIY" +axNYy" + +an(X) = 0， 
而 其 中 ao(z) 不 是 常数 ， 则 ao(x) = 0 所 决定 的 +* 点 上 ，y 的 解 
数 将 少 于 n。 因 此 ，y 所 适合 的 方程 式 是 否 是 首 一 的 ， 有 很 大 的 
几何 意义 。 | 

我 们 要 仿照 域 论 中 对 代数 相关 的 研究 来 处 理 环 论 中 的 整数 相 
关 。 在 域 论 中 ， 我 们 应 用 向 量 空间 的 理论 ， 在 环 认 中， 我 们 要 条 
用 模 论 了 。 

定理 6.6 给 定 两 环 SCR， ER， 则 下 列 条 件 是 等 同 的 ， 

1) 7 对 $ 是 整数 相关 的 ; - 

2〉S[rJ] 是 有 限 S 模 ; | . 
.8) 存在 一 个 有 限 S 模 MCR, 使 1€EM, rrMCM。 


证 明 1)===> 2)。 设 r+ 适合 7" ta 下 ++an=0。 则 
有 
r*= -dr 1 一 一 0 
rt+1= 一 7 一 一 Gor 
= -4 人 (一 Qir lo a) dr Ant 
=br lite tbas bi,°,bnES, 
等 等 。 不 难看 出 ,rr tc .1+3S3r++ovr li 于 是 
{1,7,…,r?"!} 是 SLr] 的 有 限 生 成 元 集 ， 即 SLr] 是 有 限 S 模 。 
2)= 一 > 3)。 倒 MM=SCr] 即 可 。 
3) 一 > 1)。 设 {mi,… ,ma} 是 履 的 有 限 生 成 元 集 。 按 照 条 
件 3〉， 我 们 得 出 
rm = CIW te +amnMmny 
aifES。 
rmn = AanMmi 十 +annfiny 


应 用 初等 线性 代数 的 Cramer 法 则 ， 立 得 


7 一 0 一 0 oo -On 
-a r—-a “ -a 

det 21 22 ”en mi= 0, f=1,,n 
~ldn1 一 0np3 了 一 Qnrnp 


将 上 式 左 端 的 “特征 行列 式 ” 展 开 成 
fr) =7" +or lt to (ES), 
则 有 
IJ) :m=0, VENM。 

取 = 1， 即 有 Jr) = 0。 所 以 + 是 对 S 整 数 相关 的 。 | 

应 用 上 面 的 定理 ， 我 们 可 以 证 明 ， 

定理 6.7 给 定 两 环 SCR。 则 RR 中 所 有 对 5S 为 整数 相关 的 元 
素 构 成 一 环 S 。 此 环 S' 具有 如 下 性 质 ， 如 果 rE 及 对 3 为 整数 
相关 的 ， 则 必 有 7E 5S 。S’ 称 为 S 在 R 中 的 整数 闲 包 。 

证 明 任 取 rER 对 S 为 整数 相关 的 ， 再 任 取 9《r) ESLr] 。 


10. 


在 上 面 的 定理 中 ， 今 M = S[ 门 ， 则 显然 有 1EM 及 5(DMCM。 
所 以 g(r) 对 S 是 整数 相关 的 ,我们 还 明了 SI 站 CS' 

任 取 mraEs' 。 显 然 ，?2 是 对 SL71] 为 整数 相关 的 。 于 是 

SEri,re] = SLrJ[Lr,] 

是 有 限 SLr,] 模 。 而 SLr1] 又 是 有 限 S 模 ， 不 难得 出 SEri,rs] 是 有 
限 S 模 。 任 取 hCri,r,)ESCri,ra]， 爹 M=S[ri,r;]， 应 用 定理 
6.6 立 得 Cr ,rs) 对 5S 是 整数 相关 的 。 所 以 SCEri,r2j]CS’。 因 
此 ，S" 当然 是 一 环 。 

我 们 又 取 rER 对 5S’ 是 整数 相关 的 。 设 r 适合 下 式 : 

r+Sif"T lite tS =0, SIES’, 

则 SLsi,… ,ss,rJ 是 有 限 S[s1,… ,54] 模 。 不 难 看 出， SL[s1,…， 
ss] 是 有 限 S 模 ， 于 是 ，S[s1,…,s4,7] 是 有 限 S 模 。 因 此，r 是 
对 了 整数 相关 的 ， 也 即 rES'。 | 

为 了 层 上 是 清晰 起 见 ， 我 们 给 出 下 面 的 定义 。 

定义 6.5 设 厂 S 的 全 比 环 是 R。 如 果 S 在 RR 中 的 整数 闭 包 
就 是 S 自 身 ， 则 称 S 是 整数 封闭 的 。 

讨论 参考 定理 6.5 ,任意 一 唯一 分 解 整 环 都 是 整数 封闭 的 ， 
例如 ， 任 取 一 域 K, 则 多 项 式 环 上 [x1,… ,xn] 是 整数 封闭 的 。1 

我 们 有 下 面 的 重要 定理 。 

定理 6.8 诺 德 正规 化 定理 ) 设 K 是 域 ，R = 无 [frro] 
是 一 个 整 环 ， 此 处 71,… ,rm 不 一 定 是 变数 则 必 存 在 变数 
xxaER， 使 得 民 的 任意 元 素 " 都 是 对 S = 天 fx … ,xn] 整 数 
相关 的 。 
证 明 〈 承 田 雅 宜 证 法 ) ” 取 变 数 让 ,…,ym。 定 义 下 面 的 环卫 
射 . 

Oo: KIyi,, Ym]—>K Er, ,rm]s 
oi) =r7s f=1,",m, 

如 果 ker(oc) =(《0)， 则 天 [yygm] 一 区 [rro]， 也 即 ， 
…5fm 是 变数 。 此 时 我 们 合 Xx;=74， 5S = 及 即 可 。 以 下 ， 我 们 假 
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设 ker(o) 六 C0)， 任 取 /wym) Eker(a)， 7 gm) 
装 0 ， 读 者 不 难看 出 (请 补足 之 )， 适 当选 取 正 整数 
0 ll Klin, 
可 以 用 下 面 的 变数 代 换 
Z1 = 


12 1 2 
2Z2=yJy2 一 yi =yz 一 2 


sm gm 一 二 gm 
使 得 
f 21,22 +21 ,Sm + 21") 
= aoz! cs Fm)Z1 + +a(22, ,2m), 
其 中 aoE 六 ，a0 太 0。 至此， 再 相应 地 全 
rs 二 人 9 
六 =r2—r1? =r2s— (71)'?, 
rh =rm ri =rn Cf) in, 
不 难看 出 ， 攻 [rye ,fm] = 碎 [ri ,7?%]， 以 及 
aoCrI) tara se Th) CI 二 十 GCT) = 0, 
所 以 i 对 KLri,…,7,] 是 整数 相关 的 。 于 是 ， 我 们 可 以 用 
[rs,… ,7%] 代 赫 上 面 的 [7 ,… ,fm]， 然 后 再 重新 讨论。 如 此 
深 步 作 下 去 ， 即 得 本 定理 ，| 
例 6 ”考虑 例 5，C[x+ (1/x)]CC[x,1/x] 适 合 定理 6.8 的 更 
求 ， 即 C [x,1/x] 中 任意 元 素 都 是 对 C [x + (1/*x)] 整 数 相关 的 。 而 
C[x]CCIx,1/*] 与 C[1/x]CC[x,1/x] 都 不 适合 定理 6.8 的 要 求 。 
从 几何 观点 看 来 ， 就 是 说 ， 从 双 曲 线 x*y -1= 0 向 * 轴 或 y 轴 投 
影 ， 都 不 适当 。 如 果 向 直线 x*+y= 0 投影 ， 则 有 某 种 正 则 性 ( 即 
对 于 直线 x+y= 0 上 任 一 点 已 ， 都 有 双 曲 线 xy -1= 0 上 的 两 个 
点 投影 到 已 上 )。 其 代数 观点 上 的 含意 ， 请 见 下 定理 。 
定理 6.9( Cohen 及 Seidenberg 上 升 定理 ) 设 有 两 环 SCR， 
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而 且 尺 的 元 素 都 对 8 整数 相关 。 那 么 ， 任 取 素 理想 pcs， 必 有 素 
理想 9CR， 使 9S =P。 
证 明 我们 先 处 理 S 是 局 部 环 ,PP 是 它 的 唯一 极 大 理 想 的 情 
形 。 此 时 ， 任 取 R 的 一 个 极 大 理想 9， 自 然 ,9 是 素 理想 . 全 
bp = 9 站 S。 我们 有 下 图 : 
_R—> R/q 
U U 
S -一 > S/p’ 
显然 ， 域 R/q 的 元 素 对 SAp 都 是 整数 相关 的 。 下面 的 引 理 将 证 
明 5S/p’ 也 是 域 。 因 此 p 是 一 个 极 大 理想 ， 即 有 ? =P。 
在 一 般 情形 下 ， 合 D=S\p。 考 上 处 Sp 及 Ro。 此 时 ， 任 取 
r/dE Rs， 设 ?+ 适合 下 式 : 
fr" +Qr" i+ +an= 0, ai€ES, 
则 有 
(DD) EE) ta, 
即 r/d 对 So 为 整数 相关 的 。 请 注意 Ro2So， 而 且 So 是 局 部 
环 ，pSp 是 它 的 唯一 极 大 理想 。 因 此 ， 应 用 上 和 中 部 的 证 明 ， 我 们 
有 Ro 的 素 理想 9 Rp， 使 9' Ra 站 Sb =PSp。 参 考 下 图 
R -:->» RD 
U U 
GS 一 > Sp 
今 q9=z!(9'Ro)， 则 有 
9nS=z (9 RomS=zr (9 RonSo) 
=ti(pSp) =P, 1 
引 理 设 SCR 是 二 整 环 ，R 的 元 过 对 S 都 是 整数 相关 的 。 
则 S 是 域 乓 > 及 是 域 。 
证 明 ”一 >。 域 论 。 
13 


< 一 。 任 取 4ES，a 夺 0。 则 4ER，1/aER。 全 1/a 适合 


下 式 ， 
1 L 1 Li 
(z) + b, (a) +…+pn=0， bES., 


乘 以 4"” :， 立 得 
二 = -六 -oa-… 一 ba ES., 


即 $ 的 任意 非 雳 元 素 都 是 可 逆 的 。 因 此 S 是 域 。，| 
讨论 1) 这 个 引 理 也 是 定理 6.9 的 特例 ， 任 取 8 的 一 个 极 大 
理想 P， 则 必 有 RR 的 一 个 素 理 想 49， 使 P=9 门 $。 如 果 R 是 域 ， 
则 它 的 唯一 的 素 理 想 9 = (0)。 因 此 p=(0) 门 S$ = (0)。 从 这 点 我 
们 易于 推 知 S 是 域 。 . 
2) 回 过 头 来 ， 我 们 再 看 定理 6.8。 在 n 维 宏 间 中 任 取 一 点 
Ca,…,4n)， 它 对 应 于 素 理 想 
(X10,X2— 2, Xn Aan) ES = KIX ,Xn 
于 是 必 存 在 一 磺 理想 qCR， 使 9ns=(z-a…xzn-an)。 用 
几何 的 术语 来 说 ，9 门 S 即 是 向 款 维 空间 的 投影 。 但 是 9 相应 于 
什么 呢 ? 在 下 一 节 中 ， 我 们 将 说 明 ，9 相应 于 几何 学 中 的 点 。 综 
上 所 述 ， 定 理 6.8 是 说 ;给 定 了 一 个 相应 于 丸 的 “ 代 数 多 样 体 ” 
Y， 我 们 可 以 找到 一 个 半 维 空间 4"， 使 从 Y 到 4 的 投影 是 满 
射 。 进 而 萌 之 , 它 不 仅 是 注射 ,还 丰 共 它 的 优 怀 性 质 。 详 情 见 后 ， 
3) 在 定理 6.9 的 条 件 下 ， 如 果 有 两 个 崇 理 想 PCpzCS， 及 
素 理 想 q1 己 R， 使 91 站 5= 和 各， 自然 S/P CR/q1 同 样 适合 定理 6.9 
的 条 件 。 于 是 ， 存 在 49;:CR/91) 几 1S/P, = Pp2CS/P1)。 不 难看 出 ， 索 
理 9 适合 91C9s 及 qs 门 S =P。， 这 可 用 下 式 表示 ; 
R hq hq | 
U qns=b qancs=hbs。 
S DPhp 
我 们 很 容易 把 上 面 的 讨论 推广 到 8 的 一 个 素 理 想 链 ja 二 pn- 
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汪 … 汪 Pi 及 RR 的 素 理 想 41(q1 门 S =p1) 的 情形 。 根 据 定理 6.9， 必 
存在 素 理 想 9;( i=1,…,n)， 适 合 下 式 
RIOq9, DO" ION 
U qi 站 S=pi。 
SIDPs ID DOP, 
我 们 将 在 环 的 “ 维 数论 ”中 ， 详 细 说 明 这 个 现象 。 
习 题 
1。 证 明定 理 6.5’。 
2。 设 S 为 整 环 ，R 是 5 在 它 的 比 域 K 中 的 整数 阴 包 ， 倒 
C={a: a€S, aRCS)}, 
称 C 为 5 的 导 子 理想 (conductor), 证 明 C 是 S 的 理想 ， 也 是 R 
的 理想 ， 并 且 C 是 同时 为 S 及 RR 的 理想 中 的 最 大 者 ， 
3。 求 Z 在 p-adic 域 Q 中 的 整数 闭 包 。 
4。 合 尺 =C[x,y]/(x*-y*)=C[z,9]。 求 R 在 其 比 域 中 的 ， 
整数 闭 包 。 
5。 例 R =C[xy]/(x? 一 y-y)=C[z,3]。 求 民 在 其 比 域 
中 的 整数 闭 包 。 
6. 人 [XJ]/《x? +3) 是 否 整 数 封闭 ? 各 [x]/Cx? +5) 呢 ? 
7。 设 有 环 A4CB。 如 果 只 A 是 8 的 乘法 封闭 子 集 ， 证 明 A 
在 8 中 整数 封闭 ， | 
8。 设 整 环 R 是 整数 封闭 的 ， 证 明 它 的 局 部 化 环 Ro 也 是 整 
数 封闭 的 。 
9。 设 整 环 丸 是 整数 封闭 的 ， 证 明 R[x] 也 是 整数 封闭 的 。 
10。 设 4 是 整数 封闭 的 整 环 ， 天 是 4 的 比 域 ，L/K 是 有 限 
佑 罗 瓦 扩张 。 设 BB 是 4 在 中 的 整数 闭 包 ， 证 明 
(1) 0(B)=B, yoEG(L/K), 
(2) A={b:bEB, ob)=b, YoEGCL/K)). 
11， 设 有 两 个 环 RCT， 如 果 对 于 了 的 每 个 案 理 人 息 P， 恒 有 
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TJp 对 R/RNP 是 整数 相关 的 ， 证 明了 对 及 是 整数 相关 的 ， 
12. 例 R=Cix,y,z]/(z*-xy) = C[x,y,2] OC[x,y] =S, 
验证 . 
(x,O + DO0) 
是 5 的 素 理 想 链 。 试 把 这 个 链 上 升 成 R 的 索 理想 链 。 
13。 今 =CLx, 妇 /(xy -1)。 求 C[2]CR， 使 得 尽 对 C[z] 
是 整数 相关 的 。 参 考 定理 6.8 及 例 6 ， 考 虑 其 几何 意义 。 


35 零点 定理 


代数 学 的 一 个 大 问题 是 解 多 项 式 ， 在 第 五 章 的 域 论 中 ， 我 们 
花 了 很 多 时 间 ， 考 虑 一 个 一 元 多 项 式 的 解 ， 由 此 得 出 许多 代数 扩 
域 的 性 质 。 推 广 来 说 ， 我 们 要 求解 下 面 的 可 能 是 无 限 多 个 方程 联 
立 的 方程 组 

fiX1,°" ,Xn) = 0, f=1,2,°, 
其 中 fi 都 是 多 项 式 , 我 们 先 要 确定 它们 有 没有 公 解 。 倒 
工 = ( 户 (xz xn ,faCX1， ,Xn),，…) 为 它们 生成 的 理想 ， 则 显然 
有 
gs Aan) = 0 V9gC ,Xn) EL - 
fi 0n) = 0, Vi 

于 是 ， 求 一 组 多 项 式 的 公 解 的 问题 ， 可 化 为 求 一 个 理想 中 的 所 有 
多 项 式 的 公 解 的 问题 。 

现在 我 们 给 定 一 个 理想 ICK[x,,… ,xn]， 此 处 上 是 一 个 域 。 
如 果 1E7T， 则 下 面 的 方程 

1=0 

无 解 。 我 们 有 下 面 的 定理 。 

定理 6. 10( 希 尔 伯 特 土 点 定理 的 莘 式 ) 设 半 是 一 个 代数 封闭 
域 ， 工 是 多 项 式 环 外 [xz 的 一 个 理想 。 则 有 

1) 是 极 大 理想 <=> [= (Xi~Q1X2 02,Xn -4n)， 其 
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中 aiEK (Gi=1,2,. ,7n)s 
2) 1€1<= 之 1 无 公 解 。 
证 明 1) <==。 取 下 面 的 映射 0 
oa: K[x, ,Xn]—>K, 
Of x1 ,Xn)) = fa, ,0n). 
显然 ，c 是 满 射 ， 及 ker(0)= (X14,Xn 一 4n)。 而 上 是 城 ， 
故 (Xi 一 Q1,… ,Xn 一 44) 是 极 大 理想 。 
一 会 。 合 天 [和 Bn] = 下 [xl Xnj/1， 则 K[31,*… ,En] 是 
域 。 应 用 诺 德 正规 化 定理 ， 存 在 变数 和 ，…，,ym， 使 
| 天 [有 , 2ajOKELy,*" ,ym 
且 人 [zs … 3] 的 元 素 对 天 [加 gm] 都 是 整数 相关 的 。 应 用 上 
一 节 的 引 理 ， 已 知 K[31,… ,znj] 是 域 ， 所 以 K[yi,… ,ymj 也 必然 
是 域 。 然 而 天 [gm] 双 是 多 元 多 项 式 整 环 ， 通 常 不 是 域 ， 除 
非 没 有 任何 变数 存在 。 故 
KELy,° ,ym] = 天 。 
于 是 K[3.,"… ,zn 是 上 的 整数 扩充 ， 因 此 必 是 代数 扩充 。， 又 已 知 
是 代数 封闭 域 、 立 得 . 
K[z1 ,Zn = 天 。 
合 
=Z1EK (i=1,;n), | 
则 有 2 -acE7T， 即 (zi-a…xza 一 an)Cr。 又 前 面 已 证 出 
(xz -azn aa) 是 极 大 理想 ， 故 有 (xl - Gin 一 an) = i. 
2) 一 > 显然 。 
< 一 。 设 1 EI， 取 一 极 大 理想 MI。 根据 1)， 
M=(X1~ 4 ,Xn -4n) Of, 
今 5 为 下 面 的 映射 : 
0 : 天 [xi ,Xn]~>K, 
oCf Xi ,Xn)) = fa, , An), 
则 kerCo) = MI， 即 
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olf x, ,Xn)) = Ja s0n) = 0 ， vfel, 
于 是 ，(a…，,an) 即 是 了 的 一 个 公 解 。 | 

讨论 1) 希 尔 伯 特 轿 点 定理 建立 了 代数 与 几何 的 联系 ;一 
方面 ， 我 们 有 代数 学 中 的 极 大 理想 ， 另 一 方面 ， 我 们 有 几何 学 中 
的 点 (cl，…，an)， 这 个 定理 告诉 我 们 ， 下 面 的 对 应 

(zs 一 0 一 an aan) 
当 域 天 是 代数 封闭 域 时 ， 是 从 多 项 式 环 [x ,… ,xnj 的 极 大 理想 
的 集合 到 A" 中 的 点 的 集合 的 一 个 单 满 映射 。 

2) “大 是 代数 封闭 域 ” 的 条 件 显然 是 必要 的 。 例 如 ， 我 们 
取 天 = 只 ， 则 (x+1) 是 RL*] 的 一 个 极 大 理想 ， 可 是 痉 不 形 如 
(x~a), 

3) 1 是 否 属于 1 ， 这 才 不 是 一 个 一 目 了 然 的 问题 。 可 能 要 
牵涉 到 繁复 的 计算 才能 决定 。 

在 解 多 项 式 方程 组 fi(X1,"… ,Xn) = 0(G=1,2，) 时 ， 或 求 
一 个 理想 TCK[x…xo] 的 公 解 时 ，: 我 们 常 磁 到 另 一 个 问题 。 
例如 ， 今 了 = (x?)， 则 显然 ，4? = 0 生字 cl = 0。 换 名 话说 ，(x3) 
与 (x) 的 公 和 解 是 相同 的 。 为 了 进一步 去 繁 入 简 ， 我们 引 入 下面 的 
定义 。 

定义 6.6 设 了 是 环 $ 的 一 个 理想 。 我 们 定义 了 工 的 很 理想 为 

w 了 = {a: aES， 存 在 某 个 正 整数 mn， 使 "GE 了]。 

讨论 1) 易 见 VV 了 是 一 个 包含 1 的 理想 ， 而 且 我 们 有 

Ca) VI J=vVINI=vV TNV TD 

( vv 了 = 请 


(ec) vT+7T=wvw 了 + 本 


事实 上 ， 设 a,5Ew 了 , 则 存在 正 整 数 n,n ,使 "EI, "El, 
于 总 


《Q 十 号) "+ 二 SF( 下 > Joe 


i-0 
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得 然 ， 在 上 式 中 ， 或 者 tt, 或 者 斋 二 人 = { 沪 放 字 是 易 外 
a+b)"+"€l, 
期 4&+bev 了， 由 此 ， 读 考 木 难 论证 /了 是 包含 ! 的 一 个 理想 ; 
下 面 我 们 广 明 上 面 给 出 的 三 个 公式 。 
(a) 一 般 划 之 ， 我 们 恒 有 (读者 自 证 之 ) 
Ts CINICL, 
不 难得 出 ，VT* JcvINJcvTNvVT, 现在 ， 我 们 住 取 4a€ 
V1INvVJ, 则 arE1，a"Ej, 所 以 a""ET。,J, 故 a€Ev1i，J 
这 就 是 说 了 人 vv JCwT。j。 所 以 (a) 中 的 三 者 都 相等 。 
(b) 显然 。 
(c) 显然 有 1T+JCw 了 +w 了 了 ， 所 以 立 得 
| vVI+JCcvvi+v. 
又 有 VI+jDvwT，vIi+jDv 了 ， 我 们 导出 
VIi+J=vvirjovvV T+vVI. 


2》 设 TCKfz xze]， 则 了 工 的 公 解 与 Vv 了 的 公 解 是 相同 
的 。 | 

为 了 进一步 建立 代数 与 几何 的 联系 ， 我 们 引入 下 面 的 定义 ， 

定义 6.7 1) 设 1 是 [x1,…,xn] 中 的 一 个 理想 。 定 义 了 的 
代数 多 样 体 ( 即 了 的 公 解 )( 了 站 为 n 维 仿 射 实 间 "的 一 个 子 集 ， 

FD ={0, ,an): (Xx— a ,x — Aan) HDT); 
2) 设 BCK"。 定 义 昌 的 理想 0B) 为 
7(B)= {f Cx, na CD ,bn) = 0， 
V Cb, ,bn) EB}. 

定理 6.11( 希 尔 伯 特 规 点 定理 的 强 式 ) 设 天 是 代数 封 闲 域 ， 
ICK[x1,… ,Xn]。 则 有 

1D) yDN)= TT, 

2) :I>y (1) 是 从 {1: =、A 了} 到 代数 多 样 体 集合 的 单 
满 喘 射 ? 
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3) 源 : 巨大 (请 ) 是 从 代数 多 样 体 集合 到 {1: 7 = 了) 的 总 
满 映 射 。 

证 明 1) 显然 有 

fEvV TITS"El-Sf 在 六 上 组 为 村 
一 上 /在 (1) 上 恒 为 霉 
—>/€E .A(2Z (7))， 
这 就 是 说 ，vw 了 CC (1))。 反 过 来 ,我 们 任 取 9eE .和 ((1D)， 
会 : . 
~ :J=1， 天 [xi :nygn+I] 十 (1 一 grant 
此 时 有 两 种 可 能 性 ，1EJ 或 1€J. 

在 第 一 种 情形 下 ,应 用 定理 6,10( 希 尔 伯 特 零 点 定理 的 弱 式 )， 
存在 《Xi 一 41,*… Xn— ansXnti— dnr1) DJ, 自然，(41,*… ,4n) EE 
《IT)。 于 是 我 们 得 到 下 面 两 个 互相 了 矛盾 的 式 子 ; 

1- gC ,Qn)an+t1 = 0, g(a pan) = 0。 
所 以 ， 不 可 能 有 1EJ. 

现在 ,我 们 知道 I1€J 于 是 有 
filXis Xn ET (i=1,2,.,1), 

使 下 式 成 立 - - 


， . ，. 
1= Dy hlx, ""° ,Xn+1)fiCX 多 “Xn) 
f=l 


+(1— g9(X1, Kn) Xn) hr CX 017 
其 中 ht =1,° ,Ll +1) 均 为 K[x1 ,Xn ,Xn+1j 中 的 多 项 式 。 
肠 然 上 式 是 恒等式 ， 我 们 可 以 仿 <n =9-'。 代 大 后 ， 有 


! 
1= DhiCxi, ,xn ,1/9) fxr," ,Xn)。 
t=1 
两 边 乘 以 9 的 适当 的 方 帘 9'， 得 
g: = Dye ,xa) fi(X1s ,kn) EL, 
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也 即 gEw 了 ， 所 以 (2(CD)Cw 了 了 

2) 及 3) FFD VT YIYD)) = 和 (vv 了 ) 
=Y (7， 所 以 .和 ,2 是 恒 等 映射 ，2。 .是 恒 等 喘 射 。 因 此 .P， 
2 都 是 单 满 映射 。 | 

讨论 ”上 面 的 定理 ， 建 立 了 代数 与 几何 的 关系 。 进 一 步 说 ， 
我 们 有 下 面 的 定理 。 

定理 6.12 设 了 7] 六 是 天 [xz …xn] 的 理想 ， 天 是 代数 封闭 
域 ， 中 是 仿 射 空 间 天 "的 子 集 。 我 们 恒 有 

1) CT 一 >2( 门 二 2 OU); 

2) 有 CDB, 一 >. 和 (Bi) 二 ."(B.); 


3) 7 (Bn) = Ni); 
1 


4) YIND=D UD), 
证 明 读者 自 证 1),2),3〉。 根 据 1)， 由 于 
INJCI, INJIc), 
所 以 CN 有 汪 (1)，9 IN 站 太 (J)， 即 有 
yyINDIYDUYOD. 
又 设 (c…,ao)E2 TDU2Z 7， 则 必 有 和 多项式 f(x1,… ,xn) El， 
9(X1,… ,Xn) EJ， 使 
fa,4n) 坟 0， g(a41,… ,44) 夺 0。 
显然 ， .geE7In7， 且 
(1 .9)(a…，an) = f(a ,An) 9 (A, an) 0, 

所 以 (cawEY Cn7D .1 

例 7 任 给 一 个 理想 了，w 了 =? 我 们 可 以 用 定理 6.11 (着 
尔 伯 特 零点 定理 的 强 式 ) 来 求解 答 。 例 如 ，T= (xz2,xy)。 先 求 
YT)， 芭 x*=0 与 xy=0 的 公 解 、 容 易 得 出 (1) =y 轴 ， 再 求 
《YY(1))。 显 然 ， 它 是 (x)。 于 是 


vV I=7(7())= (x), 
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习 题 
1。 证明 定理 6.12 的 1) ,2),3) 以 及 
(1) FET, yl BEB, 
(2) YF FD = DD, FY FB) = FB), 
这 里 1 是 理想 ，B8 是 仿 射 空间 的 子 集 。 
2， 设 a 和 b 是 环 R 的 理想 ,证明 
va+wb= 有 一 >a+b= 及 。 
3 设 有 环 且 射 /: A 一 B。 又 设 a 和 b 分 别 是 A4 和 8 的 理 
想 。 证 明 . . 
(1) f(a)B =vIC)B, 
(2) fi b= Cb), 
4。 设 R 是 环 ， 了 为 R 的 理想 .证 明了 等 于 包含 1 的 所 有 
来 理想 的 交 。 
5。 设 K 是 代数 封闭 城 , 1 是 多 项 式 环 上 [Xx1 ,Xs,… ,Xnj 的 理 
想 .证 明 w 了 是 包含 1 的 所 有 极 大 理想 的 交 ， 
6， 在 环 Z/m2 中 求 VC0)， 其 中 mE2， 
7， 找 出 环 Z/1002 的 所 有 圭 雳 元 和 可 道 元 。 
8。 证 明 (0) 是 环 中 所 有 知 震 元 的 集合 ， 
9。 命 
= (x3 ys,y:— Xx2,22— XY)CCLX,Yy ,2 
求 2 (D)。 
10， 今 
T= (x? +Xy, x +xy) CSCCx,y], 
求 了: 
11， 设 f,gEC[x1,x2,…,*nj， 且 
g(alaa aa) = 0=>f(01,02,"" ,4n) = 0。 
证 明 f 的 素 因 子 都 是 9 的 素 因 子 ， 
12， 设 f1(x1,X2,"… ,Xn) 是 Crxxa :xu 中 的 不 可 约 多 项 
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式 。 证 明 (f(x1,x。,… ,xn)) 不 能 表 为 两 个 代数 多 样 体 的 非 平 几 
并 和 集 。 | 

13。 证 明 4"\{0} 不 是 一 个 代数 多 样 体 。 

14。 例 V={Gt,t2,13); LEC}CA3， 求 (VCCEx ,Xo, 
Xs]。 证 明 V 不 能 分 解 成 两 个 代数 多 样 体 的 非 平凡 并 集 。 


4 环 的 谱 集 


在 上 节 中 ， 我 们 讨论 了 天 [xy…，zxo] 的 极 大 理想 ， 此 处 天 是 
一 个 代数 封闭 域 。 我 们 证 明了 [xi,… ,xsJ] 中 的 所 有 极 大 理想 的 
集合 与 4 维 仿 射 空间 K" 的 所 有 点 的 集合 之 间 有 一 个 单 满 映射 。 
对 任意 的 环 S， 定 义 其 极 大 谱 集 为 

mspeecS ={m: m 是 $ 的 极 大 理想 }。 
我 们 可 以 把 mspec 3 当成 点 集 ， 而 把 S 当成 定义 在 这 个 点 集 上 的 
画 数 集 。 具 体 地 说 ， 就 是 对 .ALES，mEmespeacS， 命 r: S->5S/m 
为 典型 映射 ， 则 定义 
fCm) = Cf) ES/m. 

例 8 邻 y=2， 则 .mspecZ ={(p):p 为 素数 ]。 任 取 me 

Z， 则 1 可 以 考虑 成 一 个 画 数 如 下 ， 
‘n((p))= nmod p}E ZN/CpP)， 

当然 ， 这 个 画 数 7 在 不 同 点 Cp) 的 值 ， 属于 不 同 的 域 ZV/(p)。 这 
很 不 同 于 以 前 学 过 的 夯 数 。 | 

把 S 作为 mspec S 上 的 画 数 集 时 ， 如 果 有 环 映 射 0: SR, 
能 不 能 自然 地 产生 一 个 映射 o* : mspec R->mspec S 呢 ? 一 般 言 
之 ， 要 求 丽 数 间 的 映射 与 点 集 间 的 映射 ， 存 在 -一 些 自然 的 对 应 关 
系 。 我 们 取 一 个 例子 : 0: 一 Q@ 为 如 入 . 显然, mspecQ = {(0)}。 
0*(0) 应 是 oT1(0) = (0)CZ。 但 (0) 蕊 mspee Z。 所 以 ，mspec5 
对 映射 而 悄 ， 不 是 一 个 自然 物 。 更 适当 的 点 集 是 8 的 宗 谱 集 ， 

SpecS ={p:p 是 9 的 素 理想 }。 
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同样 的 ， 我 们 可 以 把 5 的 元 素 当 成 定义 在 这 个 点 集 上 的 画 数 ， 方 
法 如 下 ， 对 es， PESpec S, 合式 : S—S,—»S,/P5,, 则 定义 
fp) =T(f) ES, /PS,. 

此 时 ， 如 有 环 有 映 射 0: 5S->R， 我 们 定义 
o*: Spec R>Spec S, 
oa(q) =0-1(9)€ Spec 5, 

在 点 集 Spec S 上 ,我 们 可 以 定义 如 下 的 Zariski 拓 扑 ， 使 
Spec S 成 为 一 个 拓扑 空间 。 | 

定理 6.13 任 给 环 S 的 理想 了 ， 兮 - 
yD)={p: PESpec S, POND, 
则 我 们 恒 有 : | 

1) $1)) = 2, FC0)) = Spec ds 


2 NrUD=7(D 1) 


3) 2(TD)U2 (TD 一 2 1,), 
因此 ， 我 们 合 0) 为 Spec S 的 闭 集 ， 则 以 上 三 二 条 保证 了 这 是 一 
个 拓扑 ， 称 为 Zariski 拓扑 。 

证 明 ”参考 定理 6,12， 读 者 自 证 之 。 | 

讨论 特别 地 ， 当 5S=K[xi,*%,xwJ 时 ， 我 们 把 Spec 8 的 点 
( 即 S 的 素 理 伺 ) b 与 它 的 代数 多 样 体 2(p) 对 应 起 来 ， 则 Spec 5 
的 Zariski 拓扑 就 给 出 ” 维 优 射 空间 天 ?的 一 个 拓扑 〈 即 其 闭 集 均 
为 S 的 理想 工 的 代数 多 样 体 (I))， 称 为 六 "的 Zariski 拓扑 。 

例 9 命 S=Cfx]， 则 Spec CL[x]={C0O}U{C*-4): a€ 
C}。 它 的 几何 意义 是 (0) 对 应 于 平面 C，(x* -9 对 应 于 点 a。 
Spec C[x3 的 闭 集 是 什么 ? -我们 自然 有 名 及 至 集合 Spec.CEx] 
车 任 取 一 理想 7 夺 《0),(1)。 命 T= 《f(xY))= (IICxX~47))。 则 立 
见 ， . 时 
y= U {~ aU U(r 一 an)]， 
相当 于 C 中 的 有 限 个 点 {alyas，…anj， 这 就 是 所 有 的 闭 集 。 请 
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注 者 ， 在 一 般 拓扑 下 ， 无 限 集 {1 2， ,是 一 个 闭 集 。 可 是 
它 在 Zariski 拓扑 下 并 不 是 一 个 采集 。 
例 10 合 S=Z。 则 
Spec Z ={(0)}U{(p): 7 为 素数 }。 


任 到 理想 (m) 硅 (0),C1)， 信 4= 了 [7;'， 不 难看 员 


ym) = [CD)}， 


这 些 有 限 点 集 ， 再 加 上 名 及 会 集合 Spec Z， 就 构成 了 所 有 的 闭 
集 。 

符号 ” 任 给 SpeeS 的 闲 集 C， 以 了 CC) 表示 C 中 所 有 素 理 
想 的 交 ， 即 


#0)= fr. 
?EC 


定理 6.14 任 取 9ESpeeS 。 则 {q} 的 闭 包 为 
19j = {p: p 二 q} = 条 (9)， 
证 明 显然 闭 集 ‰ (9) 二 {q}。 设 另 有 闭 集 和 多 ( 门 忆 {q9}， 任 
取 pE (9)， 则 有 Pq 必 1， 期 PE (1)，(9)CY (TD。 所 
以 ti 器 = 和 2(q9)，1 
例 11 在 例 9 中 ，{(x-a)} 是 闲 集 ，{(0)} 不 是 闭 集 ， 它 的 
闭 包 [C03) = Spee CL[x]。 同 理 ， 在 例 10 中 ，{(p)} 是 闭 集 ，{ (0)} 
不 是 闲 集 。 它 的 闭 包 {C0)} = Spec 2Z， 
定理 6,15 SpecS 是 一 氢 紧 至 空间。 这 就 是 说 ， 任 给 Spec 5 
的 一 个 开 和 覆盖 UU;=SpecS ， 必 存在 一 个 有 限 的 子 巴 盖 。 
证 明 任 取 aES， 今 Xe= Spee SN ((a))。 则 Spec 5S 的 任 
意 开 集 U 必 形 如 
U = Spec SN (1) = U Spec S\¥((4)) = UU) X,, 
- 、 二 后 了 - ael 
所 以 
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” UU',:= UX,, 


sta . 
其 中 4 为 8 的 一 个 子 集 。 含 了 为 4 生成 的 理想 ， 则 不 难看 出 
Spec S=UU;= UX, = Spec SFOD,. 
sel 


于 是 (=%9， 也 即 了 = (1)。 所 以 存在 51,… ,SmES， 使 


t=1 . 
立 得 


U X,, = Spee SNyr((a ,anm)) 
[a 
= Spec SN 1)) = Spec 9。 
取出 包含 X。, 的 开 集 U1(i=1,…,m)， 立 得 


UU,=Spee Ss. | 
f=l1 


. 回 到 原来 引出 素 谱 集 .Spec 5 的 讨论 。 设 有 环 映 射 g: SR， 
自然 得 出 0*; Spec R->Spec S， 我 们 要 证 明 : 

定理 6.16 设 0: S->R 是 环 有 映射 ， 则 co*: Spec R->Spec 5 
是 连续 映射 。 

证 明 任 取 Spec 3 的 开 集 U = UX。 (从 竹 上 定 两 的 证 明 )， 
则 有 

Co*)~1CU)=U Cor) -Xo). 
显然 ， 只 要 证 明 (o*)™1(X。) 是 开 集 ， 便 是 能 了 。 事 实 上 ， 对 于 
9qESpec R， 有 
950(0) S071(0) Tag>0*(q) 3a, 

让 (o*)-:(Xa) =Spee RNsr(o(e)) 为 Spec 有 中 的 开 集 。 | 

例 12 设 i: SR 是 嵌入 。 换 句 话说， S 是 R 的 子 环 。 不 
难看 出 ， 任 取 49€ Spec R， 则 
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i#(q) =i"1(9) = 4 门 S。 
这 相当 于 久 何 学 上 的 投影 。 例 如 ， 取 
S=C[x]CC[x,y1/(y’ -x*). 
会 Y=《x-1,y-1),，9,= (x 一 1,y+1)， 则 
0) = x1)=i*(9,), 1 

从 点 集 与 医 数 的 关系 来 考 虚 Spec 5S 与 8 ， 向 有 一 个 问题 ，S 
中 可 能 有 圭 雷 元素 7 ， 即 / 午 0， 但 /"=0， 一 般 说 来 是 不 准许 这 
样 的 画 数 出 现 的。 补救 的 方法 是 考虑 5S 的 畴 塘 根 理想 nil rad(5)， 
见 下 面 的 定理 。 

定理 6.17 1 今 

nil rad(S) = {f: 存在 正 整 数 n， 使 1*=0)， 

则 nil rad(S) 是 8 的 理想 六 

2) 含 了 =nil rad(S)， 则 nil rad(S/7D) = (0)。 一 般 首 之 ， 如 
果 nil radKR) = 0， 则 称 尺 是 约 化 了 的 。 因 此 ，SA 是 约 化 了 的 
环 。 

3) 命 了 =nil rad(S)，o: S->SJI 是 典型 映射 ， 则 

oO*: poe/ rope ® 

是 同 胚 映 射 。 

证 明 1) 设 1,9Enil rad(S)。 则 有 正 整数 n,n, 使 得 f"= 
0,，9"=0。 于 是 ， 
| a m+ 了 门下 十 和 一 和 一 
(f +9) ->( ja =0。 
由 此 易 知 ail rad(S) 是 一 个 理想 ; 

2) 全 有 Enil rad(S/1)， 则 存在 正 整 数 n, 使 i"=0， 即 h"E 
1。 所 以 有 正 整 数 m， 使 (4h*)" = 0。 立 得 hE1, 玉 =0。 

3) 任 取 pESpee S，fE1， 则 fn =0cpb。 因 为 是 素 理 想 ， 
所 以 je hp。 于 是 DJ. 不 难看 出 c*(P/D) =p。 显 然 ，0* 是 一 
个 同 胚 映射 。 上 | 

讨论 1) 在 我 们 过 论点 集 与 画 数 的 关系 时 ， 当 党 把 环 5 约 
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化 ， 即 以 Snirrad(CS) 代 直 $。 

2) 如 果 我 们 过 论 微 分 形式 、 变 形 句 ， 匡 咏 自然 有 短 过 元 来， 
这 是 不 能 由 约 化 来 取消 的 。 | 

我 们 在 拓扑 空间 的 讨论 中 ， 有 下 面 的 基本 概念。 

定义 6.8 ”如 果 拓 扑 宏 间 V 的 团子 集 C 不 能 吉成 它 的 两 个 时 
闭 子 集 CoCa 的 并 集 ， 也 即 ，C = CU Cs 一 >C = (Ci 或 C=Cs， 
则 称 C 为 不 可 约 子 集 。? 维 优 射 空间 .天 "在 Zariski 捧 扑 下 的 不 
可 约 子 集 称 为 不 可 约 代数 多 样 体 。 若 此 代数 多 样 体 为 代数 曲线 ， 
则 称 为 不 可 约 代数 曲线 。 国人 

讨论 取 Y=C， 如果 我 们 用 通常 的 拓扑 ， 则 

C ={x+22X 之 0 时 品 {x+iy: XE0}, . 

所 以， 对 于 通常 的 折 扑 而 刘 ,C 不 是 不 可 约 集 ， 园 样 地 取 Y =C， 
可 是 我 们 用 Zariski 拓扑 ， 设 C = CUCs。， 由 于 C1,6s 只 可 能 是 
好 ,C 或 有 限 集 ， 不 难看 出 C, = C 或 Cs = C， 所 以 C 对 于 Zariaki 
拓扑 是 不 可 约 的 。 

定理 6.18 谈 C 为 Spec 5 的 闭 集 ， 则 C 是 不 可 约 子 集 二 > 
C= (p)， 共 中 PESpec S。 此 时 ， 称 为 C 的 一 般 点 。 

证 明 = 一人， 设 C=C)。 爸 T=vD， 则 C= CD, 上 
1 = 了。 我 们 来 证 明 工 是 索 理 想 。 根 若 不 然 ， 则 存在 方 9E1， 
但 站 .9ET。 兮 
T=I+(f), 严 = 了 +(9)。 


则 不 难看 出 ， 
TD 1=CGT+CD)G+()7 = E+ DT +N + (DOR, 
所 以 


or (站 Co 人 TD) = IDUY AICI = 多 人 CD， 
邻 CO=Zr(TD)，Co=2 (1)， 立 得 C=CiUCs。 现在 我 们 要 证 明 
Ci 家 C，C, 军 C ( 如 此 ， 则 C 是 可 约 的 ， 与 已 知 条 件 予 慎 , 也 就 证 
明了 了 是 素 理 候 )。 因 为 T=<v 了 ，jJET， 所 以 fnET(O=1,2， 
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D={f": n=1,2,"), | 
={J: 是 理想 ,， Jl,，JND = 9)， 
不 难 用 Zorn 引 理 证 明光 中 存在 一 极 大 元 素 9， 而 且 9 是 一 个 素 
理想 (参考 定理 3.23 的 证 明 )。 于 是 9EC，q 人 EC,， 也 即 Ca 
同样 可 证 C 好 C,。 于 是 ， 取 p= 了 即 可 。 
所 =, 设 C= (p) =CUC， 其 中 
C=¥%T)EC, Ce=9(1) 二 C。 
显然 ，[ 娃 Pp， 对 P。 仿 1fET1\h，9E1sb， 则 有 
PEYP) = UY = 1,). 
于 是 了 二 1,3f*g。 这 是 不 可 能 的 。1 
一 般 在 代数 学 时， 我 们 极 有 兴趣 的 是 3 为 族 德 环 的 情形 ， 为 
此 ， 我 们 引 大 “ 诺 德 空间 ”的 概念 。 
定义 8.9 设 Y 为 一 个 拓扑 空间 。 如 果 任 给 的 闭 予 集 的 链 
CC DC 一 
全 过 有 限 罗 以 周 ， 必然 终了 ， 即 存 在 灵 ， 使 ?之 作 时， 必 有 Cn = 
Cn ， 则 称 V 为 诺 德 空间 。 
我 们 有 下 面 的 定理 。 
定理 6.19 1) 如 果 S 是 诺 德 环 ， 则 Spee 5S 是 诺 德 空间 ; 
2) 如 果 V 是 诺 德 空间 ， 则 的 任意 的 闭 子 集 C 可 以 崔 一 地 
分 解 成 互 不 包含 的 不 可 约 子 集 C1 的 并 集 : 
=cUeU…UCc， CC Ci, 
证 明 1) 例 1i= (Ci;)， 则 我 们 从 Spec S 的 任 一 闭 子 集 的 
CECsD% OC I 
导出 中 的 理想 链 
四 TC CC 
因为 5 是 诺 德 环 ， 所 以 存在 岂 ， 全 nm 时 ， 必 有 =Tn 即 
有 Cn= C1;) = Yn) = Cnt1s 
2) 如 果 C 是 不 可 约 子 集 ， 则 全 C=C。 如 朵 C 是 可 约 子 集 ， 
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则 存在 闭 子 集 Cu,C:， 使 

C=C.UC;, CC CC 
如 果 C1,Cs 都 是 不 可 约 子 集 ， 则 上 式 即 是 一 个 分 解 式 ， 否则 ,不 
妨 设 C, 是 可 约 子 集 。 今 C= CaUCs。 如 此 程序 可 以 一 疹 作 下 
去 。 如 果 始 终 得 不 到 不 可 约 子 集 分解 式 ， 则 有 

CO 对 
这 与 Y 是 诺 德 空间 的 条 件 相 韦 。 这 样 ， 我 们 证 明了 分 解 的 存在 
性 。 
以 下 证 明 分 解 的 唯一 性 。 设 有 
C=C.UCU Cn=CI UC UYU. .UCs, 

其 中 C1,Cs 均 为 不 可 约 子 集 ， 有 oo sc Gi 地 六， 我 
们 有 


C=C.NC= DONC'). 
tw . 
因为 C, 是 不 可 约 子 集 ， 所 以 必 存 在 i， 使 
C=C.fi0%, CICO', 
同 法 可 证 存在 7 使 CiCCj。 于 是 - 
CCCICC1。 
所 以 必 有 1=j,，Ci=C1。 从 证明 ， 不 下 由， 除了 大 序 不 
外 ， 此 二 分 解 是 完全 一 样 的 。 | 
采 设 S 是 诺 德 环 ，1 是 理想 ，1 = VT. 出 我 们 恒 有 
[= Mrs 


其 中 pi 是 素 理 想 ，Pi; 守 bP1。 而 且 上 式 除了 hp 的 次 序 外 ， 是 由 I 
唯一 确定 的 。 

证 明 令 C=(D， 由 上 面 的 定理 ， 存在 Spee'S 中 的 不 可 
约 子 集 Ci， 使 
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=Uc， GHo dx, 
1=1 
且 此 分 解 是 叭 一 的 。 设 C1= 4p)， pi 为 S 的 来 理想 。 则 立 得 
.C= 2 7 pn) (有 路 


于 是 了 T= (C0) = 7 (7 (hn ))= nr 


易 见 此 分 解 也 是 唯一 的 。 上 1 上 
例 135 取 fCx,y)=x?Cy-x?)。 全 C=9CCf)), 则 
C= (V0 = ry- x))) 
= (UY Cy x)), 
即 C 是 x*=0 Cy 轴 ) 及 yx*:=0《 抛 物 线 ) 的 并 集 , 售 T =v CD 
= 《x(y~x?))， 则 有 . 
T=(x) f(y -x’), 
即 1 分 解 成 两 个 素 理 想 的 交集 .| 

将 定理 6.19 的 结论 2) 翻译 成 4 维 仿 射 实 间 KK" 中 的 语言 ( 参 
考 定义 6,8)， 即 有 

定理 6.19” 1 维 仿 射 空间 K" 中 的 任 一 代数 多 样 体 可 唯一 
分 解 成 互 不 包含 的 不 可 约 代数 多 样 体 的 并 和 集 。 

1。 设 玉 是 环 ， 证 明 SpecR 是 To 安 间 ( 基 对 Pp, Ps€ SpecR， 
pi 三 js， 必 存在 一 个 开 集 含有 但 不 含 py， -或 者 含有 pz 但 不 使 
Pp1)。 

2.。 设 S 是 环 . 任 取 aES， Xs = Spee(R) Ye)). 证 
明 当 4 是 等 移 元 ( 即 a2 = a) 时 ，X。 是 开 集 也 是 闭 集 。 

3。 证 明 Spec S 是 连通 的 所 > 8 的 等 等 元 只 有 0 和 1 。 

4。 证 明 Spec S 是 不 可 约 的 志 >v(0) 是 来 理想 ， 
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5。 证 明 Spec (在 包含 关系 下 的 ) 极 大 的 不 可 约 子 储 是 形 
如 2 () 的 闭 集 ， 这 里 ?为 8 的 极 小 素 理 想 。 

6。 设 0: 5>R 是 环 上 映射 。 0 诱导 出 

o*: Spec R-»>Spec > 
如 果 o 是 满 射 ， 证 明 
o*(Spec R) = Cker 0), 
Ho* 是 到 象 集 的 同 旺 映射 

7, 变 p 是 环 R 的 一 个 迷 理 起 ，f: R>R, 是 认同 映射 ，f 
诱导 出 Ph Spec R, ->Spec R。 证 明 f*(Spec R,》 等 于 在 Spee R 
中 卫 的 所 有 开 邻 域 的 交 。 

8， 找 出 Spee C[x] 的 所 有 闭 集 。 

9。 找 出 Spee CLx,y] 的 所 有 闭 集 。 

10。 证 明 Spee C[x, 妇 不 与 Spee CL[xJx Spec C[y] 同 是 。 把 
C[x],C[#y] 对 应 到 C1， 把 C[x,y] 对 应 到 C:， 考 虚 上 面 结论 的 
几何 意义 。 

11。 找 出 C[x,yj/(xy -了 的 素 谱 空间 的 所 有 财 集 。: 

、12,。 设 R 是 局 部 环 ， 找 出 RE[x]] 的 所 有 极 大 理想 。 
13。 在 C[x,y,?] 中 将 w(x?(y? 一 ]),xz?) 分 解 成 素 理想 的 交 . 


$5 理想 的 分 解 


在 上 一 节 中 ， 我 们 过 论 了 在 任意 详 德 空间 Y 里 ， 任 意 的 亲子 
集 C 分 解 成 不 可 约 子 集 Ci; 的 并 集 。 相 应 邮 ， 在 诺 德 环 S 中 ， 如 
果 理 想 了 = 了 ， 刚 ， 人 Bo Pi 是 过 理想 , 窑 本 节 中 ， 我 们 将 
讨论 任意 理想 了 的 分 解 。 


定义 6.10 1) 设 理想 了 不 能 克成 7 = A 其 由 fr 


则 称 卫 为 不 可 约 理想 ， 
2) 说 现 想 7 有 下 列 性 抽 ， 则 次 /为 难于 理想，25e1,，4 
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7 一 > 存在 正 整数 m”， 使 靖 E1。 本 

讨论 1) 如 果 了 是 准 素 理 想 ， 营 谍 了。 如 果 abEw 了 T， 
aEwv 了 JT。 则 ar 如 =(ob)"ET，anEI。 所 以 (bcET， 即 
peEw 了。 因此 我 们 得 出 了 是 一 个 素 理 想 。 

2) 反之 ， 如 果 w 了 是 素 理 想 ， 则 了 不 一 定 是 准 素 理 想 ， 例 
如 ， 取 了 = (x?,xy)CC[x,y]。 不 难看 出 ，w 了 = (x*) 是 素 理 想 。 
但 xoyE1，xEI，y"*EICYn=1,2,…)， 所 以 1 不 是 一 个 准 索 
理想 ， 

3) 一 个 素 理想 必然 是 一 个 淮 素 理 想 ， 

4) 一 个 素 理想 必然 是 一 个 不 可 约 理想 ， 事 实 上， 设 p 为 素 
理想 ,P= 人 1,。。 假若 攻守 ?，Is 圣 ?,， 取 fj El\p，gEl\p， 
则 了 ,geEp, 但 fgETf1,=p。 这 与 ?是 烷 理 想 相 韦 。 

5) 一 个 准 崇 理想 不 一 定 是 一 个 不 可 约 理想 。 例 如 ， 倒 

T= (x2,xy,y) ECLx,y], 
读者 自 证 了 是 一 个 准 素 理想 。 可 是 了 = (T+ NG + CY)), xE 
1，Jy 区 了 。 所 以 工 不 是 一 个 不 可 约 理想 。- 

引 理 1) 今 3 是 诺 德 环 ， 则 任意 的 一 个 理想 了 ， 都 可 以 写 


成 了 = 站 厂商 中 厂 是 不 可 约 现 直 ， 


2) 分 5 是 : 诺 德 环 ， 1 是 不 可 约 理想 ， 则 工 是 准 素 理想 。 
证 明 1) 我 们 应 用 极 大 康 则 ? (参考 定理 3.25)。 合 


了 -| 7 不 能 写成 A 有 六 不 可 的 理想 ]， 


假 车 7 二 久 ， 售 了 是 六 的 极 大 元 1= 了 NI， 时 1， 对 1, 
则 ,1sEF。 所 以 11,1s 可 以 写成 


n= EA 1 = EA 
i=1 i=l 
其 中 1,121 都 是 不 可 约 理想 。 我 们 立 得 
7 = I 1 Jeg 
(N "NN 4 )E 
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这 是 自 相 了 矛盾 的 结论 ， 所 以 了 = 多 ， 
2) 假设 了 不 是 准 素 理 想 ， 则 存在 4,5， 使 得 abE1, aEl， 
b"EICYn=1,2,…)。 考 虚 如 下 定义 的 集合 : 
={c€S: cb" ETI}=1:(b"). 
不 难看 出 ，J， 是 一 个 理想 ， 而 且 有 
J .CC Ch 
因为 8 是 诺 德 环 ， 所 以 必 存 在 mm， 使 之 m 时 ， 有 ;= jsri。 我们 
先 证 1= 《I+《b")) 几 (T+(4))。 显然 
IC(C +(b")) N+ (0)), 
反之 ， 任 取 cE(IT+(b")) 门 (I+(4))， 则 有 
c=iit+db"=i,+da, hnhET i€l, di,d€S, 
上 式 乘 以 上 ， 由 于 45E 1， 我们 得 
db"™ri€El—>d Enn= /n>db"€El 
—>0=i.tdb"€El.. 
所 以 I= CT+t+ CNC+t+Ca)), 又 显然 + (4") 娃 1!，{ + (0) 台 
7， 于 是 了 是 可 约 理想 。 | 
”二 面 的 引 理 说 明了 ， 诺 德 环 8 的 任意 理想 了 都 可 以 分 解 成 


了 = Nz 
j= 
其 中 万 是 准 素 理 想 。 对 于 这 样 的 分 解 式 ， 我 们 还 要 稍 加 整理 ， 


D 如 果 1 忆 站 4， 我 们 可 以 这 去 15 2 如 果 YT = Y 万 , 则 可 


以 证 明 ， ND 也 是 一 个 叭 素 理 想 《 设 有 abETiN1, aElND, 

不 妨 设 4aEl， 则 bE bEVTD=VD，b"E1，- 故 b"**E€ 

但 )， 此 时 ， 可 合 不 = 五 由， 以 取代 五 人 了。 
根据 土 面 的 讨论 ， 我 们 可 以 引入 ， 


定义 6.11 一 个 难 素 分 解 【 = 门 11:， 如 果 适 合 下 面 的 条 件 ， 
t=l 


则 称 为 1 的 简略 准 紊 分 解 ， 
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D lw Vi=1,",n 


2) VTi4vVi，Vii. 

定理 6.20 设 S 是 诺 德 环 ， 则 任意 的 理想 都 有 有 一 个 简略 淮 
素 分 解 。 . 

证 明 ”读者 自 证 之 。 上 

例 14 设 S =Z3n=T 了 [Tp，'。 则 不 难看 出 (7) = 1(p1')。 


反之 ，2 的 非 零 蕉 素 理 想 都 是 形 如 (pf ,此 处 pi 是 素数 . 因此 ， 
任 给 2 的 一 个 理想 (n) 寺 (0)， 都 可 以 写成 


《rm = NOpr 1) = TI 1)。 


所 以 上 面 的 定理 在 8 = Z 时 ， 相 当 于 整数 的 分 解 定理 .可 是 ,一 
般 首 之 ， 简 上 略 准 案 分 解 并 不 是 唯一 的 。 我 们 试 举 一 例 说 明之 。 令 
T= (x?,xy) 己 R[x,y]。 它 定义 了 y 轴 及 原点 (0,0)( 二 重 )。 了 的 
简略 分 解 可 写 为 : 
T=(x) (Cy -ax, x’), 

前 一 个 理想 (xX) 定义 了 y 辅 ， 后 一 个 理想 (9 - ax,x2) 定 义 了 一 条 
笠 线 (yax=0) 与 y 轴 相 交 两 次 (x?= 0)。 显然，(y 一 4*,*) 随 
a 的 值 而 变 ， 所 以 不 是 唯一 的 . 请 注意 ，(X) 及 Wy 一 2X, X23) = 
(x ;是 崔 一 的 。 这 是 下 面 要 讨论 的 “唯一 性 定理 ”的 要 义 ， 

定理 6,21 -说 $ 是 环 ， 它 的 一 个 理想 了 的 简略 准 素 分 解 为 


了 = Mn. 
今 =wF C=1,.",n), 则 分 中 是 由 了 唯一 确定 的 。 
证 明 位 让 个 加 的 理想 
I:(0)={a€ES: acE 门 。 
1) 如 果 cET， 自 然 得 出 1:(e) =S，2) 一 般 首 之 ， 不 难看 出 


1:0)= (N70):0= 站 Gy， 
t= =1 
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VI = VN An) = NV. 
我 们 指出 ， 当 。 蕊 三 时 ， 恒 有 
v Ti(e) = Pi。 
证 法 如 下 设 a"ETi:Ce)， 即 a"eETi。 而 c 太 h， 故 有 
aiE7Cpp 
所 以 4E Pi。 有 反之， 设 4E pi;， 则 a"E1， 于 是 | 
ancET， a"r€li:(e), a€vi),. 


3) 当 我 们 取 。 (NN) Nin, 就 有 IC = pi 


综 上 所 述 ， 在 集合 {w1:(c): cE 5} 中 ,所 有 的 素 理 想 pi 都 
出现 了 。 反 之 ， 设 
PE (0): cES}, . 

， 则 根据 2》， 必 和 有 SIA 我 们 要 说 明 ，p ， 必 是 fp 和 中 的 某 一 


。 如 若 不 然 ， 则 pp(YD). 他 Qi€Epi\p， 旭 有 
Tlae Npicp. 
这 是 不 可 能 的 。 归 结 来 说 ，{P4} 是 {v1 了 :C0): cE 5} 中 的 素 理 想 
的 集合 ， 因 此 是 由 了 唯一 确定 的 。 上 
下面 定理 中 那些 由 工 唯一 确定 的 江青 想 称 为 < I 的 数理 起"。 
{p 什 中 的 极 小 元 称 为 了 的 孤立 紊 理想 ， 其 余 的 称 为 了 的 嵌入 紊 理 
想 。 例 如 ， 在 例 14 中 ， 了 = (x?,xy)，pi=.(X)， = 《x,y》 hi 是 
孤立 素 理想 ，p。 是 戏 人 烷 理 想 。 从 几何 学 的 观点 ， 比较 容易 
理解 这 些 术 语 ，j: 相 当 于 y 辅 ，ps 相当 于 谋 和 人 y 轴 的 原点 ， 应 
用 上 面 的 观点 ， 在 简略 准 索 分 解 7 = 门 中， 如 果 wT 了 ,=pi 是 了 
的 孤立 素 理 想 ， 则 称 人 1 是 7 的 弧 立 准 素 分 支 ; , 否 划 *， 则 称 六 是 
1 的 嵌入 准 京 分支。 我 们 有 下 面 的 叭 一 性 定理 ， 
”定理 6.22 设 5 是 丈 ， 它 的 一 个 理想 1 的 简略 准 崇 分解 为 


I 三 ML. | 
f=1l 
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则 的 殴 立 难 素 分 支 是 由 工 唯一 确定 的 
证 明 任 取 媳 今 . 

: qr = {x: : (ET), ， 

1) 如 果 aEqi， 即 1:(0)wTi, 于 是 存在 cEvVT, ce:(a), 
也 即 ca€E 1CI， 立 得 aET1。 我 们 证 明了 91CTi。2) 9 是 一 
个 理想 。 事实 上 ， 车 4€ 91， 则 不 难看 出 ， 对 于 任意 的 besS， 
abE qi; 又 车 aaE q1， 即 存在 015C2 忆 WT， 使 c141,csa2€ 了 
于 是 oeEv Dh, GiCs《41+42)E1， 也 就 是 说 41+4,Eq1， 因 此 
qi 是 一 个 理想 。 3) 当 vT 是 了 的 孤立 素 理 想 时 , 91 = 三 .事实 上 ， 
根据 1)， 恒 有 91CCT， 所 以 仅 须 证 明 qi 导 。 由 于 pi=v 歼 是 
了 的 来 理想 中 的 极 小 者 ， 所 以 入 PiCVY I 二 人。 取 bjyEPA 作 Pi， 设 
Dy?E1I， 则 


s=TI' ep Th. 


显然 ， 对 任意 的 ac 1， 我 们 恒 有 ape N14=1， 故 ae qi 即 有 
ITCCq。4) 根据 定理 6.21， 易 知 了 的 孤立 素 理想 pt=w 天 是 由 
工 唯一 确定 的 ， 再 根据 491 的 定义 ， 知 五 = 也 是 由 工 唯一 确定 
的 。| 
讨论 1) 本 节 的 定理 是 所 谓 “ 存 在 性 定 理 ”， 而 非 “构造 
性 定理 ”， 即 没有 提供 一 个 方法 , 能 实际 作出 这 些 简 赂 准 素 分 解 
等 等 。 | 

2) 这 些 定 理 一 般 称 为 Lasker-Noether 定理 。 

3) 熟 习 本 节 后 ， 很 容易 推广 到 “ 诺 德 模 的 准 来 分 解 * 理 论 。 

4) 我 们 考虑 mil rad(S) = (0)( 见 定理 6,17) 的 简 路 准 素 分 
解 。 因 为 

ww nil rad(S) = ww(0) = (0) =nil rad(S)， 

所 以 (参看 定理 6.19 的 系 ) 


(0) = (ns 
i=l1 
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此 处 pi 都 是 素 理想 。 由 分 解 的 唯一 性 ， 立 刻 可 以 看 出 Pi 都 是 村 
小 素 理 想 ( 即 任 一 素 理 想 PCpi， 则 pb=pi。 另 一 方面 ， 设 p 是 
一 :个 极 小 素 理 想 ， 则 有 


P30=—>pEVO0 = (mn 
i=l 


一 全 对 某 个 1 ，p 必 pi 一 >p = Di。 
所 以 ， 我 们 得 知 在 诺 德 环 S 里 ， 只 有 有 限 多 个 极 小 秦 理 想 ， 以 及 
吞 零 横 理 想 是 所 有 极 小 素 理想 的 交 ， .也 即 是 所 有 素 理 想 的 交 。 
5) 以 DD 表示 诺 德 环 S 中 所 有 敌 因 子 构成 的 集合 ， 
D=f{a: aE 5S， 存 在 bES，b 六 0， 使 ab = 0}. 
则 我 们 有 | | 
p=D, 
极 小 素 理 想 . 
证 明 如 下 : 今 (0) = (11; 是 简略 准 素 分 解 ，wTi=ps， 则 ps 为 极 
小 素 理 想 。 参 看 定理 6.21 的 证 明 ， 对 每 个 极 小 素 理 想 pf， 都 存在 
和 0， 使 P=w(0):(c)。 所 以 ， 任 取 aEpp 4 二 0， 必 存在 正 
整数 + ， 使 4'c =0。 取 满足 此 式 的 最 小 的 r+， 则 有 ala'-10) = 
0，47 1c 寺 0。 故 HICD。 即 有 UPpICD。 反之， 由 于 
《02:(o) = {0: ba=0}, 


所 以 

D= {a: (0):(a) 寺 (0)}, 
设 a ED , 则 存在 bE 《0):Ca)，b 太 0。 于 是 a€ (C0): Cb); b 圭 0。 
交 A 


DCU CoO:ONCU vA = Up. 
bw0 ba0 


习 题 四 站 
工 。 设 R 是 环 ， a,b,c,as,b: 是 的 理想 ，。 证 明 
(1) aCca:b; (2) (a:b) bcCa; 
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《3) 《a:b):c=a:bc=(a:c) :bs 
(人 《有 at):b= 门 (ab 


G) a:( D0)= ns:to， 


2. 设 有 环 同 态 f: R->S，a1,9, 是 及 的 理想 ，b,bs 是 3 的 
理想 。 证 朋 ， 
(1 f(a1:a)) SEF CS) :Fs)S) 
(2) f™1Cb, :bs) CF1b) :fCb,)., 
3。 证 明 荆 :1,= 荆 志 >1; 不 含 于 六 的 任何 素 理 想 之 中 。 
4， 设 p 了 为 环 R 的 来 理想 ，a,5 为 理想 ， 且 aobCp。 如 果 
acp， 证 明 bCp。 | 
5， 设 4 为 丸 的 准 素 理 想 ,a,b 为 理想 , 且 6 是 有 限 生成 的 。 
如 果 abCq， 但 a 入 9， 证 明 存 在 正 整 数 n， 使 得 0"Cq。 
6， 设 5 是 环 ，4 为 S 的 准 素 理想 ，w 9 =P。 合 
qV=q"S, NS. 
称 q" 为 q 的 符号 方 桔 (symbolic power), 证 明 9" 是 5 的 准 素 
理想 ， 且 WV 9 =p。 
7。 举例 说 明 以 素 理 想 ? 为 根 的 无 穷 多 个 准 素 理想 的 交 不 一 
定 是 以 为 根 的 蕉 素 理想 。 
3.。 设 关 是 域 。 证 明 在 多 项 式 环 下 [xi,xs ,xj 中 理想 
和 = CX,Xa, ,1)  (G=120)》 
都 是 素 理 想 ， 它 们 的 方 禾 都 是 准 素 理想 。 1 
9。 今 了 = 站 六 是 环 S 的 理想 的 简略 浴 素 分 解 ， o: S->S/I 
是 典型 映射 。 证 明 
(0) = 门 cCIDCSA 
是 《0) 在 S/ 了 中 的 简略 准 素 分 解 。 反 之 ， 命 
(C0) = NTES/I 
是 (0) 在 SA 的 简略 准 素 分 解 ， 证 明 
【= 站 cr-!(C7DCS 
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是 工 的 一 个 简略 准 素 分 解 。 . . 
10. 设 有 环 满 射 f: R->-S。 谈 9q 是 5 的 理想 ,证 角 
(1) 9 是 3 的 准 素 理想 当 且 仅 当 广 !(q9) 是 R 的 准 素 理 想 ， 
(2) 9 是 以 ?为 根 的 准 素 理想 ， 则 广 !(q) 以 广 !(p) 为 根 。 
11， 设 RR 是 弥 ;， x 是 变 元 。 证明 
(1》 如 果 P 了 是 R 的 过 理想 ， 则 Pp[x] 是 R[x] 的 素 再 想 : 
(2) 如 果 9 是 及 中 的 hn 准 素 理 想 ( 即 9 =p，49 淮 素 )， 则 
q[Lx] 是 REX] 中 的 pz] 准 素 理想 : -、， 


(3) 如果 a= 门 9% 是 a 在 及 中 的 一 个 简略 准 素 分 解 ， 则 
9[2]= 人 [x] 是 RC 中 的 简略 浴 素 分 解 ， 


(4) 如 果 ? 是 的 极 小 素 理 想 ， 则 p[x] 是 R[x] 的 极 小 素 
理想 。 

12。 设 为 任 一 域 。 在 F[x,y] 中 ， 命 TQ = (xX?,Xy), 证 明 下 
述 分 解 都 是 简略 准 素 分 解 

(1) a= (Cx) Nx?,y) (2) No 1); 

(3) a=(x) f(x?,xy,y), 

13,。 命 T=(x2+y2-1,xy-1)C CEx, J 找 出 "的 简 略 准 

14. 《I.S.Cohen) 证 明 S 是 诺 德 环 所 > S 的 每 个 天 理想 
全 加 生 度 的 ， 

， 平 行 于 环 的 准 素 分 解 , 建立 本 的 准 案 分 着 的 机 沦 ， 


§6 维 数 论 (7 


一 个 拓扑 室 间 的 基本 性 质 之 一 是 它 的 维 数 ， 一 般 诗 之， 我 们 
有 许多 不 同 的 方式 来 讨论 维 数 ， 现 列举 儿 条 如 下 。 
1) 实 间 的 自由 度 。 直观 来 说 ，n 维 仿 射 实 间 4* 的 维 数 应 
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该 是 1 .如 果 有 0:V 一 4A" 是 一 个 满 射 ,而 且 映 射 o 的 纤维 or!(a) 
都 是 有 限 集 ， 则 我 们 定义 站 的 维 数 应 当 同 于 A" 的 维 数 #n。 请 参 
考 定理 6.8。 以 后 我 们 将 详细 讨论 之 

2) 如 果 拓 扑 窗 间 的 任何 一 个 开 履 盖 UUi 都 可 细 化 成 一 个 开 
覆盖 UVYi( 即 ViCDUD， 使 任何 n+2 个 V; 的 交 都 是 空 集 Ci 这 
种 ?的 最 小 可 能 的 正 整 数值 称 为 空间 7 的 维 数 。 例 如 ， 我 们 取 
Y = 民 ， 即 一 条 直线 。 不 难看 出 ， 任 给 一 个 开 覆盖 UUi( 只 要 不 
是 用 Y 作 自身 的 开 覆 盖 ) ， 不 可 避免 地 会 有 两 个 开 集 的 交集 非 
空 。 而 适当 地 加 细 UUVs 以 后 ， 可 以 使 得 任何 三 个 新 的 开 集 的 交 
为 空 集 。 所 以 ， 在 这 种 定义 下 ， 灵 的 维 数 是 1 。 间 样 的 ，R" 的 
维 数 是 n。 本 节 中 ， 我 们 将 不 讨论 这 种 维 数 。 

3) 在 庄 德 实 间 里 ， 我 们 定 艾 闭 点 的 维 数 是 老 。 如 果 一 个 不 
可 约 子 集 已 妥 不 可 约 子 集 C， 而 县 在 如 ， C 间 不 能 播 和 任何 不 可 
约 子 集 ， 则 我 们 定义 

dim B=dimC+1, 
屿 的 维 数 - C 的 维 数 +1。 例 如 ， 平 面 上 有 直线 ， 直 线 上 有 点 ， 
因此 ，. 我 们 认为 平面 的 维 数 是 2 ， 直 线 的 维 数 是 1 。 

我 们 先 把 3) 精 确 化 ， 得 出 下 面 的 定义 。，. 

定义 6.12 设 5 是 一 个 诺 德 环 ，5 的 KKrall 维 数 dim 8 定义 
为 了 的 素 理 想 链 Po 娃娃 … 寻 Ps 的 长 论 n 的 最 大 值 ， 如 果 这 个 
最 大 值 不 存在 ， 则 定义 dim S=o0。- 

讨论 在 一 个 湛 德 环 S 里 ， 任 何 -- 个 素 理 想 的 链 都 只 有 有 限 
的 长 度 ， 但 是 它们 的 长 度 可 能 越 来 越 长 ， 趋 向 于 无 限 大 。 因 此 ， 
可 能 有 dim S = co。 永 田 路 家 在 他 的 溃 “Local ing 的 附录 中 ， 
提供 了 一 个 实例 。 | - 

与 定理 6.9(Cohen 及 eilenberg 上 上 天 定理 ) 机 结 合 ， 我 们 
有 下 面 的 定理 。 

定理 6.23 设 环 尺 是 是 对 环 5 整数 相关 的 ( 即 每 一 个 + ER 都 
是 对 5 整 才 相关 的 )， R>5。 则 恒 有  : 
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dim R = dim G。 
证 明 任 取 S 的 一 个 素 理 想 的 链 


(1) Po 对 和 对 有 Pr， 
应 用 定理 6,9 后 面 的 讨论 ， 我 们 立 得 上 的 一 个 素 理 想 的 链 
(2) 负 驼 抽 寻 对 qn i 站 SS =Pi。 : 


所 以 dim R>dim S。 反 之 ， 任 取 只 的 素 理 想 的 链 (2) , 今 9i 月 8S = 
pi， 仅 须 证 明 
由 对 #1 二 这 PDPivy 
便 足以 证 明 
dim S>dim R., 
合 Ri=R/qir, 9 = /9 8 =S/Piri pi = p/pisie 显然 ， 
R’' 沪 5S'，R' 对 8 是 整数 相关 的 。 于 是 ， 问 题 归结 为 ， 
(> =9 们 3 广 (0)。 : 
任 取 rEq1, ? 寺 0。 合 f(x)ES'Tx] 为 r 适合 的 最 低 式 数 的 首 -- 
多 项 式 。 写 出 fx)7 如 下 : 
f(x)=x" tsx" I++S SIES’, : 
则 s* 六 0。 这 是 因为 ， 车 sn =0， 由 于 R’ =R/qir 是 整 生 ， 故 r 
适合 一 个 次 数 更 低 的 首 一 多 项 式 
gCX) =xX91 十 SIX9 3 + + Sn_1e 
于 是 立 得 . 
SS/ Bsn= -人 一 Si Sp EQ’, 

即 0Xxs, ES ngq = 入。 

与 定理 6.8 ( 诺 德 正规 化 定理 ) 结合 ， 我 们 证 明 下 面 的 两 个 定 
理 。 

定理 6.24 dim K[xi,… ,xnj]=n， 此 处 是 域 ,， xX1,… ,Xn 是 
证 明 ”应 用 数学 归纳 法 。 如 果 n=0, 显然 dim 天 =0。 设 已 
和 


dim[xl…yxn-i] = ~ 1e 
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在 [x1,… ,Xa] 中 任 取 一 案 理 想 链 
(XX) . 0 半山 办 对 qm 娃 (0)。 
取 fEqm;,f 二 0。 合 f=IIfi 为 f 的 素 元 分 解 式 ,因为 qm 是 素 理 
想 ， 所 以 必 有 一 不 可 分 解 的 多 项 式 PE qm。 即 仿 了 为 一 不 可 分 
解 的 多 项 式 。 应 用 变数 代 换 ， . 
Zn=Xns Zn = Xn 1X 2 =X1— xX:!, 

其 中 0C0 "Kh, 今 f 为 下 面 的 形式 

f=a0%! +ai(2 Bn) + + AB ,nl) 
其 中 ao 夺 90。 不 难看 出 ，K[xi,*… ,xn] =[21,… ,znj， 命 

~ R=K[z,°" ,2n]/(f), 
S=K[z1,°" ,1], qr=0/(7)., 
则 有 1) zs 是 对 S 整数 相关 的 ， 因 此 尺 是 对 5S 整数 相关 的 ， 
RS， 所 以 dim R= dim S 。2) 根据 归纳 法 的 假设 ，dim 5 = 
n 一 1]，3) 下 面 是 尺 的 一 个 素 理 想 链 
. 加 性 对 台 4n。 
综合 以 上 的 三 点 ， 立 得 人 n 志 nn 一 1。 考 虑 ( 光 ) 式 ， 不 难 推 出 
dim K[xi1,** ,Xn <n, 
又 显然 
(X11) (0) 
是 天 [xxn] 的 一 个 素 理 想 链 ， 所 以 
dm Kfx ,Xn j=7, | 

定理 6.25 设 R=K[r,,… ,ra] 是 整 环 ， 此 处 是 域 今 

F 为 尺 的 比 域 ， 则 恒 有 
dim R=tr deg F/K, 

即 尺 的 维 数 等 于 下 对 天 的 超越 欢 数 。 

证 明 应 用 定理 6.8, 存在 S=K[xi,*…,xnjCR ， 尽 对 
K[x1,… ,Xn] 是 整数 相关 的 ，x1，,… ,Xn 是 变数 。 根 据 上 面 两 个 定 
理 ， 有 dim R= dim S =n。 不 难看 出 ，F 是 (X41,… ,xn) 的 代数 
扩 域 ， 所 以 
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trdeg F/K=trdeg K(X, Xn)/K=n, | 
讨论 ”超越 次 数 tr deg F/K 可 以 当成 空间 的 自由 度 的 代数 
定义 。 例 如 ， 定 义 在 7 维 仿 射 实 间 上 的 有 理 丙 数 集 ， 即 K(x1,…， 
Xa)， 其 超越 次 数 也 是 nn ， 等 同 于 空间 的 自由 度 。 上 面 的 定理 说 
有 明了， 本 节 开 始 时 讨论 的 维 数 的 全 1 ) 及 3 ) 在 同时 有 意义 时 是 
相同 的 。 | 
以 下 ， 我 们 要 用 局 部 化 来 过 论 维 数 。 
定理 6.26 设 S 是 环 ， 我 们 恒 有 
dim S =sup{dim 5S,: m 是 极 大 理想 }。 
证 明 任 取 S 的 素 理想 链 如 下 ， 其 中 m 是 极 大 理想 : 


(1) LE J TE 
则 有 : 

(2) | pp 
所 以 | | 


dim S<sup {dim So: in 是 极 大 理想 }。 
及 之 ， 设 有 5， 的 来 理想 链 如 十 ， | “ 
Ee es es 
则 例 pi= qi 5， 立 得 (1) 式 。 于 是 
dim S 之 sup {dim S。: mm 是 极 大 理想 }。 | 
讨论 ”这 个 定理 是 说 ， 在 几何 的 情形 ,一 个 代数 多 样 体 的 维 
数 等 于 各 几何 点 (相当 于 极 大 理想 ) 邻 域 的 维 数 的 极 大 值 , 这 是 很 
合 于 几何 直观 的 。 | 
我 们 可 以 把 以 上 的 维 数 论 的 讨论 ， 推 广 到 - 般 的 理想 现 给 
出 下 面 的 定义 。 
定义 6.15 1) 倒 p 是 环 S 的 素 理 想 。 定 义 # 的 高 度 为 
htCp) = sap {n: 存在 一 个 索 理 想 链 p 腔 术 逐 '。 - 避 pn， 
如 果 ht《p) =0， 则 称 P 为 S 的 极 小 素 理 想 。 
2) 今 了 是 环 8 的 任意 理想 ， 定 义工 的 高 庶 为 
ht(1) =inf{ht(p): poI)}, 
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讨论 1) 设 !=(Ontxz-1 0CCLz 门 。 则 不 难看 出 ， 
ht(z) =1， htGz -1 =2，ht(D=1。 
请 注意 ， (Xx) 是 y 轴 ，(x 一 1,y) 是 点 (1,0)。 (站 是 y 轴 与 
点 (1,0) 的 并 集 。 因 此 ， 高 度 ht 相当 于 余 维 数 ( 即 dim C[x,y] ~ 
dim (1)): 
htCx)=1=2~ dim>’(x), 
ht(x—1,y)=2=2-dimy (x -1,y), 
. htC1)=1=2-dimg (7)。 
2) 不 难看 出 ， 若 ?是 素 理 想 ， 则 恒 有 ht(p) = dim S,。 | 
为 了 便于 后 面 的 讨论 ， 我 们 引入 下 面 的 有 用 的 定义 及 引 理 。 
定义 6.14 设 5S 是 环 ，S 夺 0。S 的 Jacobson 机 理想 定义 为 
所 有 极 大 理想 的 交集 ， 记 为 rad(5)， 
讨论 ”所 有 形 如 1 +a(aErad(S)7) 的 元 素 ， 不 属于 8 的 任何 
极 大 理想 ， 因 此 必然 是 可 道 元 。 反 之 ， 设 了 是 一 个 理想 ， 如 果 对 
于 任意 的 a€1，1 +a 都 是 可 着 元 ， 则 必 有 TCrad(S).。 这 是 因 
为 ， 假 车 Tckrad(S)， 则 必 有 革 个 aE7， 以 及 某 个 极 大 理想 my 
使 4Em。 合 0: S->S/m 为 典型 映射 ， 则 必 存 在 bES， 使 0(ba) 
= -1。 不 难看 出 ，baEJ, 但 acGl+pa)=0， 即 1+b5Emn， 也 
即 1+ba 不 是 可 道 元 ， 这 与 假设 矛盾 。 
定理 6.27( 中 山 引 理 D) 设 5S 是 环 ， 上 上 是 理想 ， M 是 S 模 ， 
N 及 N' 是 MM 的 子 模 。 已 知 M=N+IN’， 以 及 1) 了 是 等 零 的 ) 
或 者 2) TICrad(S) 以 及 N' 是 有 限 生 成 的 。 那 么 ， 我 们 恒 有 
M = N. 
证 明 1) M/N =1M/N) = PMI/N) = = 0 
2) 记 AM' =M/N， 则 M’=1M’。 我 们 要 证 明 M’=0。 显 
然 ，M“ 是 有 限 生成 的 S 模 。 今 
@ 此 引 理 即 . Nakayama 引 理 (Nakayama 的 汉字 写法 是 “中 出 正 ”), 据 永国 
雅 宜 研究 ， 中 山 引 理 是 必 rull 及 训导 氏 首 先 提出 的 ， 应 称 为 “Krull- 划 历 引 理 ”. 因 
为 中 出 引 更 已经 广泛 流传 了 ， 所 以 本 书 仍 用 旬 和 名 ， 
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三 DSmi, . 
我 们 用 数学 归纳 法 。 如果 n=1， 则 有 a4E€1， 使 m1 =ami; 期 (1 一 
Qo)m=0。 但 a€EICrad(S)， 故 1-~a 是 可 北 元 ， 所 以 轴 i =0, 也 
即 M' =0。 一般 首 之 ， 我 们 要 证 明 存在 a ET， 使 (1 +a’)M’ = 
0.。 今 M7 = M' /Smn。 由 归纳 法 假设 ， 存 在 cET， 使 (1+a)M? 
=0， 邑 (1+a)M' CSma。 用 M' =TM' 代 大 ， 即 有 
(1+a)M =(1+dTM CISm, = 1m,. 
于 是 存在 bpE7T， 使 (1 +ca)mn=pbmn。 不 难看 出 ， 下 式 
(1+o)(1+4-b =1+(2a-b ta dab)= 1+a’ 
中 的 a 其 所 求 。 | 

我 们 更 引入 S 模 名 的 “长 度 ” 的 概念 。 所 谓 M 的 一 个 正规 

序列 ， 是 指 下 面 的 一 个 子 模 链 
M=MoM OM,DO% OM.=0,。 

了 即 称 为 这 个 正规 序列 的 长 庆 , 如 果 Mi 计 MinCVi= 0,1,",f -1)， 
则 称 上 面 的 正规 序列 是 没有 重复 的 ， 如 果 上 面 的 正规 序列 是 没有 
重复 和 的， 而且 在 Mi 占 Mut 之 间 ， 没有 别 的 子 模 ， 则 称 之 为 一 个 
合成 序列 ， 

一 般 言 之 ， 任 给 一 个 模 ， 并 不 一 定 有 合成 序列 。 例如 ， 在 2Z 
中 ， 我 们 有 (2) 深 (227 深 (2 幼 深 … ， 达 个 子 模 链 是 水 不 终 止 的 。 
又 如 ， 在 C[xJ 中 ， 我 们 有 

CEAEWEAL 人 DHE 

但 是 我 们 有 如 下 的 定理 。 

定理 6.28(Jordan 定理 ) 如 果 $ 模 人 M 中 有 一 个 长 度 为 的 
合成 序列 ， 那 么 每 一 个 合成 序列 的 长 度 都 是 ”， 并 且 每 一 个 没有 
重复 的 正规 序列 都 可 以 加 细 成 一 个 合成 序列 。 

证 明 ”读者 仿照 群 论 的 若 当 - 荷 德 定理 ， 自 行 证 明 。 | 

定义 6.15 设 S 模 M 有 一 个 合成 序列 ， 则 我 们 定义 横 M 的 
长 度 即 为 此 合成 序列 的 长 底 ， 记 为 lengthsM。 按 照 上 面 的 定理 ， 
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这 是 所 有 合成 序列 的 共同 的 长 度 。 如 果 M, 没 有 合成 序 列 ， 则 定 
义 lengthyM = oo。 , 

我 们 从 维 数 论 的 角度 ， 研 究 最 简单 的 环 S, 即 dimS=0 的 
情形 。 设 8 是 域 ;, 则 自然 有 dim S=0。 反 之 ，dim S =0 定义 了 什 
么 样 的 环 S 呢 ? 事实 上 ，8 必 为 Artin 环 。 这 是 我 们 要 在 本 节 说 
明 的 。 我 们 先 给 出 下 面 的 定义 。- 

定义 6,16 ,如 果 3 的 理想 的 任 一 下 降 的 链 必然 线 比 ， 别称 
为 Artin 环 。 即 设 有 下 面 的 链 : “™ 

TDD IOI OT IO, 
其 中 1 此 是 S 的 理想 。 则 必 存 在 一 m， 使 
~ Tn= Tm+1= 

定理 6.29 1) S 是 Artin 环 <>lengthsS oo 

2) S 是 Artin 环 二 >S 是 诺 德 环 ， 且 dim S = 0。 

证 明 1) <=,: 此 时 ，S 当 作 5 模 ， 它 的 子 楼 印 是 环 ” 的 
理想 ， 因 此 ，5 必然 是 Artin 环 。 - 

=。: 我 们 先 证 朋 S 只 有 有 限 多 个 极 大 理想 。 否则 ， 设 mi， 
ma … 是 8 的 无 限 多 个 互 不 相同 的 极 大 理想 ， 考 虑 下 面 的 
到 人 

mmm 一 一 mlimns Mr IO, 
我 们 只 要 证 明 相 邻 的 两 个 理想 都 不 相等 便 足够 了 。 假设 
mant ma = mM mn Mn CO My, 
人 到 看 中， 必 有 某 个 im， 使 miCmne。 于 是 mi=mn。 这 与 mi 
… 互 不 相同 矛盾 。 
现 设 mm …my 是 S 的 所 有 的 极 大 理想 ， 分 

I=m iMo Mr 

考虑 下 面 的 下 降 的 理想 链 ， 
7 大 二 六 二 。 

由 于 $ 是 Artin 环 ， 所 以 必 有 一 严 存 在 ， 使 
Je= Jmt+l= 
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今 J 了 = (0): 严 ={a:af =(0)}。 
我 们 要 证 明 J =S。 如 此 ， 则 严 =(0)。 

假若 /三 S。 合 三 为 包含 了 而 且 不 每 于 了 的 理 息 中 的 极 小 
者 。 为 什么 存在 这 样 一 个 了 呢 % 请 参考 定理 3,25。 在 那 里 我 们 
证 明了 诺 德 环 与 极 大 原则 是 等 同 的 . 同样 的 道理 ， 可 以 证 明 
Artin 环 与 “ 极 小 原则 ”是 等 同 的 (读者 试 自 证 之 )。 因 此 有 这 样 
的 存在。 任 取 aEJ 玫 NJ， 则 /=J+(a)。 显然 ，ICrad(S)， 
根据 定理 6,27CNakayama 引 理 )， 则 知 ] +al 夺 J 。 再 根据 的 
选取 ， 妆 得 1 +4a7 =7。 于 是 CTCJ， 即 有 

aEJT= (0):1"):= 0:1"+! =0:{"=]. 

多 与 a 的 选取 是 矛盾 的 。 因 此 =3，1" = (0)。 

以 下 ， 我 们 考虑 一 个 理想 链 ， 
SIOmEOmm I Om my Hm DO 
DERIORMmD% DI = 0),. 

相 邻 两 项 的 商 模 是 域 S/mi 上 的 向 量 空间 ， 此 向量 空间 的 子 实 间 
对 应 到 这 两 项 间 的 理 候 。 根 据 Artin 环 的 条 件 , : 知 这 些 商 模 都 是 
有 限 维 向 量 空间 ,于 是 它们 都 是 有 限 长 度 的 5 六 , 而 lengths5 即 
是 这 些 长 度 的 和 ， 于 是 lengthsS<< co。 
2) 一 >。 根 据 1 )，5 显然 是 诺 德 环 。 我 们 用 上 面 的 符号 。 
任 取 PE Spec(C9)， 则 有 
(mm mr)" = 00Cp, 

所 以 必 有 某 个 1!， 使 p=.mi;。 也 即 所 有 素 理 想 都 是 极 大 理想 立 
得 dim S =0。 


二 =。 分 (0) = 人 是 理想 (0) 的 简略 准 素 分 解 ，P; = 也 ， 


因为 pi 是 有 限 生 成 的 ， 不 难看 出 ,存在 正 整 数 ml， 使 :p11 ， 
兮 凤 =mmax{fI ,mr }, 则 有 


GepDncC 站 = 
1 
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斯 以 (fpr) = 6。 自然， 因为 d 由 = 0 所 已 诸 和 者 是 极 大 
理想 。 今 1= pi pr， 我 们 应 用 :1) 的 证 明 中 的 最 后 一 段 ， 立 即 得 
lengths9<co， 因 此 ，S 是 Artin 环 。 | 

有 对 ” 设 诺 德 环 的 有 限 多 个 极 大 理想 mi … ,mn 的 磁 积 (或 交 
集 ) 是 (0)， 则 S 是 Artin 丈 ， . 

证 明 ”我 们 只 要 证 明 dim S = 0 就 是 够 了 。 换 和 句 话 说 ， 我 们 
要 证 明 S 的 任意 素 理 想 p 都 是 极 大 理想 。 自 然 ， 我 们 有 


p 二 (0) = mi…mn 或 p 二 (0) = 门 mi 
jel 


所 以 ?等 于 某 个 mi。 | 
例 15 今 
A=C[x,y) an, Si=A/(x,y), 

Sa= A/(x,x+y), Ss=A/(x+y,x+y), 

S1,Ss,Ss 都 是 Artin 环 。 经 过 计算 得 

dimoS; = lengthsS, = 1 

这 正好 是 Si 对 应 的 那 两 条 曲线 在 不 点 相交 的 次 数 。 | 
在 第 几 章 “Dedekind 整 环 ”中 ， 我 们 将 讨论 dim 5<1 的 情 

形 。 在 那里 ， 我 们 将 统一 讨论 “代数 曲线 论 ” 及 “代数 数论 论 ”。 


可 题 

1., 会 R= CLx1, Xo," ,en]/ Cf Cae Xn)) ,这 里 (x) ,Xo， 

xn) 是 一 个 “可 约 的 多 项 式 ， 证 明 dim R= n-l, 

2， 考察 (C(xz,yz)) 忆 A? 在 各 点 的 维 数 ， 即 今 

=C[zyz /zsgz)， 

考察 dim Re。(VR 的 极 大 理 根 m)。 

3， 参考 上 题 ， 求 出 ht(xz ,yz)。 

4。 今 及 是 一 个 局 部 环 ，mm 是 它 的 极 大 理 想 。 设 Xx1 ,X20,…， 
xnER。 如 果 


(xixse 和 xz) +im2= ii， 
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证 月 (x1,x4, 0， xa) = 出 。 人 

5。 含 尺 = GL,y] ei。 证 明 有 中 的 更 相 区 和 

(Xx+xly,y +X) = (x,9)。 

6。 设 RR 是 局 部 环 ，m 为 其 极 大 理想 ,M 是 有 限 只 模 ， 则 
M/mM 是 域 R/m 上 的 有 限 维 向 量 空间 。 设 其 基 为 名 ,3,,*…， 
5n。 取 型 在 ) 中 的 原 象 2i( 即 5 = x +mM)， 由 Nakayama 引 理 
知 xxooexza 是 AM 的 忍 模 生成 元 。 试 举 一 例 ， 说 明 x ,Xs,*， 
xu 可 以 只 线性 相关 。 

7. 当下 为 过。 再 设 有 有 限 维 册 量 空 间 的 正 全 序列 


f 区 fs- 
0 一 > AM 一 Mi 一 > 一 > Mas Ms 0， 


《 即 fi 为 线性 映射 ,ker f4=im fi1,， Yi=1,2,…,n)。 证 明 
lengthxM, = =dimxM: 


且 Be- 1) 'lengthxM, = 0。 


8。 证 明 Artin 整 环 是 域 ， 

9， 设 尺 是 主 理想 整 环 ， a 是 的 非 堆 再 想 、 证 明 R/a 是 
Artin 环 。 | | 

10. 设 R 是 诺 德 环 。 证 明 R 是 Artin 环 < Spec 痕 是 宛 艇 的 ， 

11。 设 丰 是 域 ， R= KEx ,xX2, °° ,Xn] 《Xi 不 一 定 代数 无 关 )。 
证 明 尺 是 Artin 环 <=>R 作为 大 模 是 有 限 的 。 

12。 只 有 一 个 素 理想 的 局 部 环 称 为 准 赛 环 (primary ring)， 
证 明 每 一 个 诺 德 准 秦 环 必 是 Artin 环 。 

13。 证 明 每 一 个 Artin 环 是 有 限 多 个 诺 德 准 素 环 的 直 和 ， 而 
这 样 的 直 和 分 解 是 叭 一 的 。 

14。 构造 一 个 无 限 维 诺 德 整 环 。 


8$7 ”分 次 环 及 分 次 模 


我 们 考虑 常见 的 多 元 多 项 式 环 下 [xxs]=S。 我 们 可 以 
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自然 地 把 5 当 作 n 维 仿 射 实 间 K" 上 面 的 多 项 式 画 数 的 集合 ， 当 我 
们 在 K' 里 取 举 标 系 《x1,… ,x。) 时 ，S 就 自然 写成 了 KEx,*…， 
x。]。 我 们 取 不 同和 的 坐标 条 (#4,*… ,9y,) 时 ，5 当然 就 是 [y,,…， 
ys] 了 。 一 般 说 来 ，《x1,*… ,x*,) 与 (J1,…,y,) 两 个 坐标 系 之 间 的 
关系 不 一 定 是 线性 的 。 例 如 
1=XI， 轨 =xa+x 3 一 Xn 十 Xi 

此 时 ，f ES5 对 两 个 华 标 条 可 能 有 不 同 的 次 数 。 例 如 ,y, 对 上 坐标 系 
( 妈 ,… ,9,) 是 一 次 式 ， 可 是 对 坐标 系 《X1,… ,*,) 却 是 次 式 了 ， 

但 是 ， 如 果 我 们 不 是 考虑 优 射 空间 天" ,而 是 考虑 射影 空间 

”PP'={K"*! 中 通过 原点 的 直线 }， 
那么 天 “1 的 两 个 坐标 系 (X60,X1,'… Xn) 与 (V9; 妈 ,……,yn) 之 间 只 
公 许 线性 变换 的 差 界 了 。 如 果 合 R=[x0,X1,… ,Xnj]， 则 ER 的 
次 数 是 不 随 坐 标 变换 而 改变 的 。 在 这 种 情况 下 ，R 自然 地 写成 
R= BR Ri = i 区 齐 次 多 项 式 的 集合 
定义 6.17 1) 设 环 R= BR 此 处 Ri 是 加 法 子 群 。 如 果 
RRjCRi,i, V i,i 宕 0, 

则 称 怀 是 一 个 分 次 环 ，R; 的 非 霉 元 素 称 为 i 浆 齐 次 元 。 对 于 TiE 
RR，Ti 夺 0， 定 义 其 次 数 为 eg = 号 

2) 设 R=G@ Ri 是 分 次 环 ，M 是 RR 模 。 如果 M = 图 Mi, 此 
处 是 子 群 ， 适 合 
RMICAMi+h 
则 称 M 是 分 次 模 ; M; 的 非 零 元 素 称 为 次 齐 次 元 。 如 果 miE 
Mi，mi 坟 0， 则 deg mi = 1 

讨论 因为 RoRoCRo， 所 以 Ro 对 乘法 是 封闭 的 ,又 因为 
1.。 RiICR， 所 以 1ERo， 不 难 推导 出 RR 是 一 环 。 今 

R,= Rb 


1>0 
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容易 看 出 R+ 是 尺 的 理想 。 
例 16 设 人 = C[x2 xs]， 了 = (x2，23) 。 1 C， 
= 4B ,Rg se/t ,一般 说 来 ，、 … 
1" = (x2", Xx2*+1 st, as .= (x2" ， x2"+1), 
Li" /Tt = Cy" +Cy2"+1, 则 、 
及 = DR= COLCIFOLY TB" “@[Lcy Oc "1® 


是 一 分 光环 ， | 
通常 说 来 ， 任 取 环 8 ,理想 1 及 s 樟 M, 则 (7 (1?= 5) 是 
下 降 的 理想 链 ，{1'MM} 是 下 降 的 子 模 链 ， 我 们 定义 


G1(S) = 名 Tt, GD) = 名 TIEM 


8 TI 有 1MUIHM 和 是 加 光志 我 们 认定 它们 的 
元 崇 是 i 欢 齐 式 元 。 
我 们 定义 G1(S》 与 G(M) 的 乘法 如下, 
5ETIAT mM, 
此 处 a€E1'，mETIM， 定义 | 
dm=amElitiMlirirl M， 
显然 这 个 定义 是 和 良好 的 。 我 们 再 定义 ? : 
(D5) (Bm) Dom 
不 难看 出 ， 这 样 定义 的 乘法 ， 当 必 =5 时 ,使 得 Gi(5) 成 为 一 
环 ， 当 M 为 任意 S 模 时 ,使 得 GCM) 为 G:C(S) 模 。 我 们 称 G1(S》 
为 与 理想 ! 相 件 的 分 次 环 ，G1CM) 为 与 理想 机 伴 的 分 次 模 ， 
例 17 今 S=CFx,g]，7T=(x 扎 。 不 难看 出 ， 
{=(X!,X ly, ,yy'), . 
Tlt1 = CHOCE OBC, 


G1(S) = CL3,9]~CLx,y], 
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定理 6.30 1) 设 呈 是 分 次 环 ， 则 RR 是 诺 德 环 志 > R 是 诺 德 
环 ， 以 及 R=Ro[Lri, er | 

2》 设 丸 是 诺 德 分 式 环 ，.M 是 有 限 生 成 的 分 次 怀 模 。 那 么 ， 
每 一 个 Mi 都 是 有 限 生成 的 Ro 模 。 

证 明 1) < 一 。 显然 。 

一 >。Ro~R/R;， 所 以 Ro 是 诺 德 环 ，R; 是 有 限 生 成 的 理 

取 它 的 生成 元 集 { 有 1,… ,fn}。 设 

fi= 3 ， 


其 中 gf 是 1 次 齐 次 元 ， 则 显然 ，{8: 订 也 是 R， 的 生成 元 ， 所 以 
可 以 取 R; 的 一 个 齐 次 生成 元 集 {ro 和 rsj。 现 在 要 证 明 愉 = 
RoLr,, … ,Ts 任职 R, 的 齐 次 元 f, 设 


f= Zr. 


显然 可 以 弈 去 所 有 deg gi + deg ri 计 deg f 的 需 。 所 以 可 设 
deg gi=deg f -degri<deg f, 
用 数学 归纳 法 ， 立 得 91€ RoEri,… ,7sJ。 所 以 ERoLr,,*… ,7s]。 
即 尺 = Rorri rs]。 
2) 我 们 可 以 同上 面 类 似 地 选取 M 的 一 个 齐 次 生成 元 集 {mi， 
,me} 以 及 民 的 一 个 齐 次 生成 元 集 {71,… ,rs}。 则 有 
R= RoLri,* ,7 
显然 ，Mi 作为 Re 模 是 由 {yimi: yi 是 71,… ,Ts 的 单项 式 ，deg yj 
+deg tmj = 计生 成 的 ， 这 显然 是 有 限 集 。 | 
”我 们 考虑 RR 是 诺 德 分 次 环 、Ro 是 .Artin 环 、M 是 有 限 生 成 
的 分 次 RR 模 的 情形 。 按 照 定理 6.30， 每 一 个 Mi 都 是 有 限 生成 的 
R, 模 ， 因 此 都 有 一 个 合成 序列 (请 读者 想 想 ， 为 什么 ? )， 所 以 
lengtha。 Xi< co。 
售 民 MD = lengthe Mi, 则 下 面 的 级 数 称 为 M 的 Pnincaré 级 数 ， 


~ POM,t) = FicMpr, 
t=0 
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我 们 先 用 几 个 例子 来 说 明 Poineare 级 数 的 意义 ， 然 后 再 从 
事 一 般 理 论 性 的 探讨 。 - . 
例 18 今 M=S= 天 [xi ,Xn 二 B54 : 其 中 So 为 城下 » 


54 为 i 浆 卉 次 多 项 式 的 集合 ， 经 过 简单 计算 ， 得 出 
«sp ("0 )(" 1 ) 
Pp(S ,0) = Hy). 


我 们 要 说 明 PCS,t) =1/(1 -1)", 


ED = :>( i ) pe 


1+D 0) 人 (一 作 一 ep 人 一 如 一 i+1) 《一 和 


-1 + i 
证 法 二 。 当 ?= 1 时 ， 
PSD =1+4t+m +t + i 
用 归纳 法 。 合 8' = 天 [xxa- 中 = 四 8 ，S =K[xn]= 多 31, 
则 显然 有 
HSD = 2 WS, )1CS?)， 
代 大 ， 立 得 | 


P(S,t) = PCS' ,t)P CS,t) -brs = dy 
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另外 一 个 有 趣 的 计算 ， 是 把 154) 写 成 1 的 多 项 式 x(i)。 倒 
(CC) -m+D 
m m! “ 


不 难看 出 
(0 
a 


即 有 


CX%) xDo=(，)+( ,2 )+ 


n~l1 x 
+( 1 儿 ) ) + 
以 后 ， 我 们 将 称 x(x) 为 Hilbert 多 项 式 ， 请 注意 ， 天 [xl:，…，xn] 
对 应 于 n~1 维 射 影 实 间 P"-!, 此 时 deg x(x) =n-1=dimP"-!. 
P"-…! 一 般 看 成 一 次 代数 多 样 体 ， 而 ( 关 ) 式 的 首 项 系数 正好 是 1。 
又 有 PP"…! 的 “算术 元 客 ” 是 0， 将 ( 关 ) 式 的 常数 项 an_1(=1) 
代入 (一 "i《ani 一 1 后 ， 此 式 正好 等 于 0。 这 些 都 不 是 偶然 的 
巧合 。 一 般 我 们 用 (一 1)"…!(《ar-i 一 1) 来 定义 所 谓 算术 亏 格 。 
例 19 仿照 上 面 的 例子 ， 计 算 
R=C[xi, Xo, Xs] /Cf xi, x2, Xs)). 
此 处 f(x1,xX2,X3) 是 一 个 抽 次 齐 次 式 ， 自 然 ，f(x1,Xs ,X89》= 0 定义 
了 射影 平面 P*? 上 的 一 条 代数 曲线 ， 
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全 5 = Crxozaxa= 申 St， 共 中 Si 为; 次 齐 浆 式 的 集合 ， 
合 R= DB R,, 虽 妆 i>m 时 ， 有 R;=S;/fS1n. 所 以 


LCR;) = L570) ~ LCSi_m) = (1 )-( 7 人) 


_ na 人 (5 ~- Dem- ) 


1 
= ao， ) re, 


其 中 ao =m,04=1 一 《m1) Cim-2)/2。 此 时 ， Hilbert 特征 多 项 
式 为 (着 见 后 文 ) 


Xx (CX) = "() +( -) 


当 i 字 mt 时，X() =1(Ri)。x《x) 的 次 数 1 等 于 (x,xz,xs) =0 所 
定义 的 代数 曲线 的 复 维 数 ， 它 的 首 项 系数 全 等 于 代数 曲线 的 重 数 
Cmultiplicity)。C 一 D141 一 1) = 《m 一 1)Cm 2)/2 等 于 代数 曲线 
的 算术 亏 格 。 当 代数 曲线 无 奇异 点 时 ， 它 的 算术 亏 格 等 于 几何 亏 
格 。 例 如 ， 


f x1, Xe, Xa) =XiTX 一 2 

共 相应 的 代数 多 样 体 的 亏 
. 烙 是 1， 站 观 上 形 如 图 
6.1 所 示 的 中 间 有 一 洞 的 
轮胎 。 请 注意 ， 这 个 代数 
多 样 体 的 实 维 数 是 2， 但 
是 它 的 复 维 数 是 1 。 

图 6,1 现在 我 们 来 计算 RR 的 
Poincaré 级 数 PCR ,1)， 


pete Germs )e [2 ) -es 
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1 1 1~t" 
-Dv a | 
为 了 得 到 Poincaré 级 数 和 Hilbet 特征 多 项 式 的 一 般 性 质 , 我 
们 人 先 证 明 下 面 的 引 理 。 
引 理 ” 设 R, 是 Artin 环 ，Mi 是 有 限 生成 的 Re 模 ， 设 下 面 
的 序列 是 “ 正 合 ” 的 ， 


o 
2 Tg+l 


0— >Mo— >M, 


这 就 是 说 ， 每 个 0 部 是 模 卫 身 ， 而 而 且 im ae oun Ci=0,1, 
…,3)。 那 么 ， 我 们 恒 有 


PC- DUM:) =0. 
i=0 


证 明 ”我们 有 下 面 的 短 正 合 序列 
0—im ci 一 > 人 fi 一 >im 0i 1 一 > 10。 
显然 ，Mi/im ci=im oairit。 不 难得 册 
MD =LGimcD +l(im or1), 
所 以 DDAUM)=0. 1 
t=0 

现在 我 们 要 证 明 下 面 的 定理 。 请 参看 上 面 的 两 个 例子 ， 

定理 6.31(Hilbert-Serre 定理 ) 设 尺 是 诺 德 分 次 环 ，Ro 是 
Artin 环 ， 及 =Ro[ri…yra]， rs 均 为 齐 次 元 ， deg Ti=61>>0。 又 
设 M 是 一 有 限 生成 的 分 次 R 模 。 则 存在 一 个 多 项 式 1(t)E Z[]， 
使 


fCt) 
POM ,t) = TO-ty* 
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证 明 ”对 生成 集 {71,10,1n} 的 基数 4 作 归 纳 法 , 设 #=0， 
尺 = Ro。 那 么 ， 当 台大 于 M 的 所 有 和 睹 成 元 的 次 数 时 ，Mn = 0， 
LMm)=0。 于 是 PCM,t) = f(t)E ZI 

设 已 证 ”~- 工 的 情形 。 考 虑 下 面 的 喘 射 : 

ri:M—>M, 
Tam) =rnm, 
自然 ，rr(MD)CMi,e,。 合 
K=kerrs=@®DBK:, C=M/imr=@®O,, 
于 是 我 们 有 下 面 的 正 合 序列 


ji re 了 
0 一 人 下 一 > 人 Mi 一 > Mite 一 >Cite 一 > 0， 


其 中 了 是 嵌入 映射 ， rz Me Ce = Mie lj/r CNMiD 是 典型 
映射 。 不 难看 出 ， 上 面 的 序列 确实 是 正 合 的 。 根 据 上 面 的 引 理 ， 
我 们 得 到 
LK) ~IMD +lCMise,) ~i(Cire,) =0, 
莱 以 81+**，, 命 1=0,1,2,"… 取 和 ， 得 出 
t*a POK,t) —t*s POM,t) + POM,t) -POC,t) + g(t) =0, 
其 中 g( 引 是 一 个 多 项 式 ， 它 是 由 PCM ,为 及 PCC , 殷 缺 少 最 初 的 
en 项 而 产生 和 的 。 汉 知 7nK =0,， rnC=0， 所 以 KK,C 都 是 R/r,R 
模 。 而 R/rnR 只 须要 次 数 为 61,… ,en-i1 的 n-1 个 生成 元 ， 用 归 
纳 法 假设 ， 立 得 
(1 ~t*a)POM ,t) = PCC,t) -ta POK,t) — g(t) 


HG 


TO-t:) 


并 


多 


即 有 本 定理 。 | 
我 们 又 有 下 面 的 重要 定理 (请 参看 上 面 的 两 个 例子 )。 
定理 6.32CHilbet-Serre 定理 ) 条 件 如 定理 6.31， 更 设 e)= 
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0;= 洲 =6n=1。 那 么 ， 存 在 一 个 儿 项 式 x(x)EQ[X] ,使 得 当 
足够 大 时 ，XGD = LMD， 这 个 XCxz) 是 叭 一 的 ， 并 且 
deg XX)<n 一 1。 
证 明 ”用 上 面 的 定理 ， 即 知 存 在 fb)ESft， 使 
fC0) 
(1~t)"" 


我 们 用 部 分 分 式 展开 上 式 的 右 侧 ， 则 得 


PCM ,已 = 


PCM， i) = g(t) + ee (1 -~ i 站 CT . 


18, 外 
参考 例 es S(T 人 
“人 入 1 = 0 n-j-1 
所 以 ， 当 i>deg g(t) 时 ， 
i /itn-7-1l 

iCMi)= Yd, 

MD= Da 六 ). 
oe 


和 一 1 
即今 2 = Dai( ee 


(7)= x(x— 1). A 


s Ss1 


其 中 


显然 ，X(*) E QEx]，deg XGO<n-1l, 当 i>deg g(t) 时 ，x(i) = 
1CMi)。 剩 下 的 只 须 证 叭 一 性 了 。 设 x*(x) 是 另外 一 个 有 同样 性 
质 的 多 项 式 , 则 x(x) -x*(x) 对 无 限 多 个 大 的 整数 而 盲 取 值 为 震 ， 
因此 必 恒 等 于 需 ， 即 X(z) =x*(x)。] 
讨论 不 难看 出 ， 在 上 文 取 部 分 分 式 时 ， do,di, doi 都 
是 整数 (因为 1(1) € 2 [可 )。 我 们 通常 不 把 
XCx) = (0 


n-i-1 
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展开 成 “的 多 项 式 ， 而 是 利用 下 面 的 恒 稳 式 


( ，)-()( 
把 x(x) 写 成 


xX+n-j-1l\ "il x 
XX) = Dl nj-1 )= Zi 小 
此 时 ac 和 (1 =0,1,…,n 一 1)。 第 一 个 非 需 的 cj 必然 是 正 整 数 
《因为 当 x 通过 正 整数 趋 于 co 时 ，x(x) >0)， 称 为 M 的 次 数 (de- 
gree) 或 重 数 (multiplicity) 或 阶 数 (order)。 在 本 章 最 后 一 节 ， 我 
们 将 证 明 ， 在 某 些 情形 下 ，4d = deg X(x) 相当 于 维 数 。 又 ，.pa = 
〈《- 1) (an-: 一 1) 是 “算术 亏 格 ” 《参考 例 18 及 例 19)。 | 
我 们 现在 回 到 Ci(S) 与 CiCM) 的 讨论 。 设 工 = (ai,…，an) 为 
一 个 有 限 生成 的 理想 ， 那 么 41,… ,as 的 i 次 单项 式 的 集合 是 
的 一 个 生成 元 集 。 因 此 
G1(5) = (S/D [a ,* ,dn], 
其 中 E11/f， 所 以 ， 如 果 S 是 诺 德 环 , 或 S/1 是 诺 德 环 时 ， 
G1(S) 是 诺 德 环 。 


如 果 M 是 有 限 生 成 的 8 模 ，M = Bs. 那么 IT4M 是 由 al， 


,an 的 i 次 单项 式 乘 6; 生成 的 。 不 难看 出 GM) 是 由 {B81,…， 
oj) 生成 的 分 区 0， (5S) 模 ,自然 ,BE M/IM. 

又 设 了 包含 有 限 多 个 极 大 理想 的 乘积 或 交集 ， 那 么 ， 根 据 定 
理 6.29 的 系 ，S/T 是 Artin 环 。 综 上 所 述 ， 在 S 是 诺 德 环 ， M 是 
有 限 生 成 S 模 , 包含 有 限 多 个 极 大 理想 的 乘积 或 交集 的 ; 情形 下 ， 

G1(S) 和 G1(M) 适 合 定理 6.31 及 定理 6.32 的 要 求 。 因 此 ， 我 们 可 
以 定义 Poinecaré 级 数 PCGI(M),t) 以 及 Hilbert 特 征 多 项 式 
x《x)。 特 别 是 S 是 局 部 环 ， 了 是 它 的 极 大 理想 ，M 是 有 限 生 成 S 
模 时 ， 我 们 可 以 如 此 考虑 。 

这 样 的 考虑， 有 没有 什么 几何 意义 呢 ? 我 们 回 过 头 来 研究 例 
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工 75 当 S=C[x,y] (TV) 了 = (X,Y 
GS) ECL, =BG, 
其 申 G4 为 i 区 齐 次 式 的 集合 。 因 此 


= (0) + 


于 是 , deg X(x) =1 于 2 = dim S。， 这 不 太 丛 当 。 补 救 的 办 法 ， 是 取 


1 (BO) = Futn- -(,)+(,). 


了 
#65- (7)+(*). 


则 有 deg x? (7 =2= dim S。 我 们 有 下 面 的 定理 。 
定理 6.33 设 S 是 诺 德 丈 1= (al,…,qw))S 是 Artin 环 ， 
则 存在 哈 一 的 多 项 式 x? CX), 使 得 当 1 是 够 大 时 ， 
好 GD = 817) = TL), 
XY (9) 称 为 S 对 了 的 Hilbert 特征 多 项 式 。deg X (2 去 nr。 
证 明 ”用 下 面 的 恒 稳 式 ， 


(Ge 


fm 
按照 定理 6.32 后 面 的 讨论 ， 当 i 足够 大 时 ， 有 
_ sl s— y 了 a~l i 
TITitl) = Star 本 
C/Ti+) bm Ze 人 
其 中 4 = Qte 不 难看 出 
| 


nl x 
xz) = 学 a (11) + 常 玫 ， | 
例 20 设 R 是 Artin 环 ， S = R[xX,, Xn] ,1 三 (Xi, ,Xn) . 


不 难看 出 ，S = 由 St， 其 中 Ss 是 i 次 齐 次 多 项 式 的 集合 ， 易 见 
S/T'sz{f (x1,% ,Xn) ES: deg f<i), 


因此 
or 
-7S) 
于 是 


习 题 

1。 设 R 是 分 次 环 ，5 是 及 的 乘法 封闭 子 集 。 证明 SR 也 
是 分 次 环 。 

2、 设 R 是 分 次 环 ，M 是 分 次 R 模 ，N 是 M 的 子 模 。 证 明 
M/N 是 分 次 尺 模 。 

3。 设 R 是 丈 ，a 是 理想 ,并 且 门 a = {0]. 车 G。(R) 是 整 
坏 ， 证 明 尺 也 是 整 环 。 

4。 设 f 是 定义 在 入 上 的 整 值 画 数 ( 即 A(N)CZ), 这 里 及 


又 


表示 自然 数 集合 。 设 又 有 gCx) EQ[x]，deg g(x) = m1， 如 间 
fn+1)-/(n)=gCn), VEN， 

证 明 f€EQ[x], 且 degf=m。 

5。 设 1 为 Crxi,…,xs] 中 由 x,… ,x2 生成 的 理想 ， 今 

R= G1(C [x ,+ ,Xn]), 

试 计 算 P(R,t)。 又 设 5S= CILxi ,Xnj/1I，m 为 S 中 由 31 ,32m 
生成 的 理想 ， 试 计算 P(G。(S) ,)， 

6。 设 丸 =(Crz, 妇 /(2 一 内 -99)) zz)， 其 中 32,9 为 x,y 
在 典范 映射 

0 CIx,y)—>C[x,y]/ (x? — yy — y3) 

下 的 象 。 合 m= 5R +8R， 求 CCR)， 厦 卷 虑 其 几何 意义 。 

7。 合 尺 =Cf[xi,xe ，xza， Xl/(Xaxs— x ,Xx 一 X3) 。 计算 
PCR,t) ,x《x)。 试 猜想 其 几何 意义 。 

8。 会 R=C[x,y,2,w] /Cx yaw, yx2, zw x2y)。 计 
算 PCR,t) ,x(x)。 

9。 会 尺 =Cfx,y](r,y), f=x + 高 次 项 ， S=R/(f) ,T= (2, 
3)。 计 算 x? (x)。 

10。 会 R=C[x,g]coyy， fx,y)=fmnlx,y) + 高 次 项 
fm(X,5) 是 全 次 齐 次 式 。 合 S=R/(f) ,T= (3,9)。 计算 x? (x)， 
试 猜想 其 几何 意义 。 


8 拓扑 环 


在 本 章 $ 4 中 ， 我 们 给 出 了 环 S 的 素 谱 集 Spec 8 的 Zariski 
拓扑 ， 从 而 使 Spec S 成 为 一 个 拓扑 空间 。 在 本 节 中 ,， 我们 将 换 
一 个 题材 ， 研 究 S (而 不 是 Spec S》 的 各 种 拓扑 ， 

一 个 环 中 ， 给 定 一 个 拓扑 ， 如 果 S 的 加 法 和 乘法 在 这 拓扑 
下 都 是 连续 的 ， 则 称 3 为 一 个 拓扑 环 。 双 设 8 是 拓扑 环 ，M 是 8 
模 ， 同 时 又 是 一 个 拓扑 空间 ， 而 且 M 的 模 运 算 〈 即 M 的 加 法 及 8 
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与 对 的 乘法 ) 都 是 连续 的 ， 则 称 从 为 一 个 拓扑 模 。 

我 们 主要 有 兴趣 的 ， 是 S 由 它 的 一 个 理想 了 的 诸 方 客 

TOFD OTD 

所 定义 的 如 下 的 后 各 : 

1) I … 刁 1 二 … 规定 为 0 的 邻 域 基 ， 这 就 是 说 ，5S 的 
子 集 工 在 0 点 是 开 的 > 对 鞭 个 1 Lo1", 

2) 4a +1Toa+DDa + 了 寺 O… 规 定 为 4 的 邻 域 基 。 这 就 
是 说 ，S 的 子 集 在 4 点 是 开 的 专 > 对 基 个 n ,La+1"， 

3) 5 的 子 集 是 开 集 亏 之 对 任 一 4EL，,， 都 有 相应 的 n， 使 
Loa+tl", 

不 难看 出 ， 我 们 确实 定义 出 5S 的 一 个 拓 提 。 

定义 6.18 以 上 所 定义 的 拓扑 ， 称 S 的 1-adic 拓 5 扑 。 同样 
的 ， 设 放 是 5 模 。 对 mE 凡 ， 取 

m+IMom+BMIO Om+I* MIO 

为 到 的 邻 域 基 ， 则 定义 出 友 的 一 个 拓扑 ， 称 为 好 的 1-adic 拓 扑 。 

引 理 1 取 M 的 1-adie 拓扑 。 则 M 是 Hausdorff 空间 ( 即 对 
于 任意 两 点 ee M， 本 5 都 有 邻 拒 凡 30,0 5， 使 得 Ua 


= > NT M={0}. 


证 明 ”一 >， 假 设 站 1"M 志 {0}， 则 存在 二 0，mE1*M 


sk 
(n=1,2,.)。 考虑 0 的 任 一 邻 域 Uo， 必 存 在 某 个 m， 使 得 
UDPmM3m， 
即 UoNUn 夺 名 ， 其 中 Um 为 mm 的 任 一 邻 域 。 所 以 M 不 是 Haus— 
dorff 安 间 , 
< 二 。 任 取 们 人 /eM, 机 寺 1。 则 吉 一 吉 ' 太 0， 所 以 必 有 
一 Nn， 使 I"MS35m-~-m’。 分 
Un=m+I"M, Un! = +I*M,. 
假若 有 m”E Un [Um ， 那 么 立 得 
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mi =m+tam=m’ thm,, a,bEl, m,mEM, 

即 有 m~-m’ =bm,-am€l"M, 
这 是 不 可 能 的 。] 

引 理 2 任 取 M 的 子 集 荆 ， 则 工 的 闭 包 研 = 门 (C+TMD)， 

wm” 1】 

证 明 设 mEI。 则 w 的 每 一 个 邻 域 m+1"M 都 含有 上 的 一 
个 元 素 税 ， 即 吉 +1*M3l， 也 即 mEln+1"MCL+I"M, 立 
得 

Zc frI'M). 
nel . 


反之， 设 mE 门 (+1"M), 则 有 mEL+I"MCYn=1,2， 
LL 


…), 即 及 EL, 使 mEl,+I"M, IEm+t+I"M. 所 以 meL.|] 

一 个 有 趣 的 问题 是 ， 设 广 是 M 的 子 模 ， 那 么 可 能 有 两 个 不 
同 的 I-adic 拓扑 。 其 一 是 把 N 看 成 S 模 (不 是 看 作 8 的 子 模 ), 如 
此 可 得 出 入 的 一 个 1-adic 拓扑 ， 其 二 是 先 考虑 M 的 1-adic 拓扑 ， 
再 由 此 拓扑 在 M 的 子 集 N 上 引 生 出 一 个 拓扑 。 下 面 的 定理 将 说 明 
这 两 个 拓扑 是 一 致 的 。 

定理 6.34CArtin-Rees 引 理 ) 设 S 是 诺 德 环 ， 了 是 理想 ，M 
是 有 限 生成 的 8 模 ， 信 是 M 的 子 模 。 那 么 ， 必 存在 正 整 数 * ， 使 
得 当 n>r 时 ， 我 们 恒 有 下 式 : 

I"MNN=1"-" ("MNN)., 

说 明 如果 定 理 成 立 ， 我 们 就 有 

PNCcTPMnNCcP (MNNYICI"-INCI*-MNN, 
所 以 "MANN 与 NGn=1,2,…) 规定 了 NN 的 同 -- 个 拓 朴 ， 

证 明 今 x 是 变数 。 考 虑 

= 思 TxicSb， 


设 1= (caD， 不 难看 出 S' = STaix，…,aix]。 所 以 S' 是 诺 
德 环 ， ， 
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同 法 ， 今 
M’= @ 1'x'M. 
对 于 bx'Elixi， cximETixiM， 定 义 
(bx!') Coxim) =bex'itimETtixitiM, 
立 得 MM 人 是 5S 模 。 我 们 又 邻 1'x' 及 1'x!M 的 元 素 为 i 次 齐 次 
元 ， 则 S“ 成 为 分 次 环 ，M’ 成 为 分 次 S' 模 。 当 然 ，M 的 生成 元 
集 也 是 M' 的 生成 元 集 ， 所 以 M' 也 是 有 限 生 成 的 S' 模 。 


今 


人 -| Dx “EL'MNN]. 
有 限 


显然 和 是 M' 的 一 个 子 模 ， 所 以 N' 也 是 有 限 生成 的 5 模 (为 
什么 ?7)。 今 {nx"1,… ,ngx*a} 是 和 N' 的 一 个 齐 次 生 成 元 集 ， 此 
处 niE1I*1MNNN。 合 +r =max{e1,… ,eq}。 任 取 mEI"*MNN, 此 
处 n>r。 则 mx" EN’。 所 以 


mx" = Dax nr), aElrme, 


了 一 了 
于 是 ， 我 们 得 出 
am€El"- 1- neEl"-+ MNN)., 
但 m= Pam， 所 以 "MNNCI"-'(I*MANMN)。 反 之， 显然 有 
"MNNOI-’ (MNN)., 1 
定理 6.35( 交 和 集 定理 ) ” 设 5S 是 诺 德 环 ， 了 是 理想 ，M 是 有 限 
生成 的 S 模 。 


1) 合 N = 门户 M， 则 有 JIN=N 


i 
2) 如 果 ICrad(S)， 则 有 门 1"M = {0}。 换 句 话 说 ， M 对 
二 
了 -adic 拓扑 是 Hausdorff 空间 # 
3) (Krull) 如 果 JT=zrad(S)， 则 有 上 门 书 = (0)。 特 别 是 当 
Rl 
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5 为 局 部 环 ， 了 是 它 的 极 大 理想 时 ， 门 1" = (0)， 
t=1 


证 明 1) 当 ? 足够 大 时 ， 
N= NPM=I"MNN=10"-MNN)CINEN, 
所 以 IN = 和 N。 
2 用 中 站 引 理 ， 立 得 。 
是 2)? 的 特例 。 | 
条 dc 设 5 是 诺 德 整 环 ，7 室 $ 为 理想 。 那 么 


站 =) 


证 明 今 N = A 则 有 IN = 入。 仿照 中 出 引 理 的 证 明 ， 


读者 不 难 验证 必 有 一 aE 7 使 (1 +oN=(0)。 但 1+a 世 0( 否 则 
= -4E1==>1=5)，5 是 整 环 ， 所 以 必 有 NN = (0)。| 
当 "= CO) 时 , 3 不 仅 是 Hausdorff 空间 ， 而 且 是 一 个 谋 
量 空间 。 我 们 引 太一 个 “距离 ”如 下 ， 今 
v(xX—y)=sup{n: x—yEI'}. 
应 用 介 1" = (0)， 立 得 
V(X~Y) = E>X- y=0<>r=y, 
定义 | 
d(x,y) =e™" -0 
其 中 。 为 任意 指定 的 大 于 1 的 实数 。 我 们 要 验证 d(x,y) 适 合 下 
面 的 三 个 条 件 ， 因 此 是 一 个 距离 ， 
1) d(x ,y) 之 0, d(x,y) =0<>x=y; 
2) d(x,y) =d(y,*) 
3) 三角 不 等 式 ) d(x,z)<<d(x,y) +d(y,z)。 
1) 与 2) 两 条 是 明显 的 。 对 于 3)， 我 们 要 证 明 更 强 的 3 )， 
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3')( 强 三 角 不 等 式 ) d(x,z) 志 max(d(x,y),d(y,z))。 不 难 

淖 出 ，3  ) 即 是 
v(x —%2)>min(V(x ~ y) ,vy ~ 2)), 

事实 上 ， 设 上 式 右 端 竺 于 1 ， 则 有 

xX~YyYy~2ET > y+ty -2 EI —>xr-2el! 

—>v(x -Vy)>L, 

在 距离 4(x,y) 作 用 下 ，S 是 一 个 度量 空间 ， 而 且 由 距 离 dz， y) 
引 生 的 拓扑 ， 即 是 原来 的 [adie 拓 振 。 

以 上 的 讨论 容易 推广 到 5S 模 M 上 去 。 

在 任何 度量 空间 MM 里， 我 们 都 可 以 取 它 的 完备 化 集 ， 其 作 

与 第 一 章 §6 “p-adic 数 已 赋值 ”中 的 作法 大 同 小 异 ， 我 们 略 

过 下 。 

MM 的 一 个 序列 《mms,… ,mn,…) 如 适合 下 面 的 条 件 ， 则 称 
为 一 个 柯 西 序列 ， 任 给 一 个 实数 2 之 0, 必 存在 一 个 正 整数 N(e)， 
使 得 
| n,n >N(e)—> dm ,mr ) < Ee, 
两 个 柯 西 序列 (oa yms tm) 及 (0 称 为 等 
价 的 《〈 记 为 (maya mn) ~ (07) 如 果 对 
于 任 一 实数 *>0， 必 存在 一 个 正 整数 N(e)， 使 得 

n>N(e)—> dm ,mm ) <e,. 


倒 CCM) 为 M 的 所 有 柯 西 序列 的 集合 。 定 义 有 下 =CCM)/~， 则 
称 甩 人 

有 8 为 拓扑 环 ， M 是 拓扑 机 S ,M 都 是 度量 空间 如 上 定 
义 它 人 人 的 完备 化 人 仿 及 下 ,我 们 可 以 看 出 六 是 环 ，S 是 信 的 
子 环 ，S 到 人 肪 的 认同 映射 c 是 如 下 定义 的 : 

O: S—>(8,S5,°% ,8,0) 5, 

关 且 府 是 请 模 。 与 第 _- 章 6 光一 样 ， 我 们 可 以 证 明 名， 应 都 
是 完备 的 ， 即 
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$-6， 站 = 闯 . 
定理 6.36 设 S 是 是 诺 德政 ，M 是 有 限 生成 的 S 模 ， 则 
府 = 且 。M。 


证 明 设 M= 多 Smi。 任 取 肉 E 府 分 


= [Got my。 
( 即 (00 05) 在 柯 西 序列 集合 COM) 中 所 决定 的 等 价 
类 ) 。 我 们 有 
1 一 WEITeaM， 
其 中 sy 为 正 整 数 ， 且 nn 一 oo0l sw 一 coco。 不 难看 出 


了 srAf = SIem, 


i=1 


故 
M1 一 = Ya, 3 ani€El':, 
i=l 

今 

om bi€S, 

ji- 
立 得 

mi =m + Cm ~ mii) 十 本 + (nt —m’.1) = DJ bnims, 
i=l 

其 中 


bni=byi + Qt +t +Aniie 


不 难看 出 (b11,Pzt， 由 “) 是 S 的 一 个 柯 西 序列 ， 故 
作 = Fabar, GE Tom gm, 
t~1 


反之 ， 显然 有 让 太 人 SM 
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例 21 考虑 
Z， = 他: nep \, 


此 处 p 是 2 的 一 个 素 理 想 ，p = (p)。 双 今 全 ,为 Z， 对 理想 9 的 
完备 化 环 ， 则 售 ， 是 p-adie 整数 环 (参考 第 一 章 $6)。 | 
考虑 S = KExy, ,Xn 了 = 《X1 Xn) 则 Ss 对 了 的 完备 化 
环 为 

售 = KE[xX,,*** ,Xn]] 


i i i 。 
= {Da gi ae" 2 04 EK, tj 之 0}, 


苑 天 上 的 ”元 形式 轿 级 数 环 。 
例如 ， 取 天 = 民 或 C， 则 下 列 都 是 形式 竹 级 数 
yx yn， yz 
它们 分 别 是 夯 数 论 中 的 收敛 早 级 数 ， 发 散 筑 级 数 及 事 苞 数 。 可 是 
在 我 们 的 考虑 之 下 ， 它 们 都 时 形式 器 级 数 。 在 图 数论 中 被 哎 深 出 
卉 的 发 散 篆 级 数 ， 经 过 代数 学 又 回 到 数学 的 领域 了 。 | 
一 个 环 扩 上 的 形式 第 级 数 
f= Dat sr af mi EK 
可 能 有 无 限 多 项 ， 因 此 无 最 高 次 项 ， 也 没有 次 数 。 自 然 ， 它 有 首 
顶 ， 也 有 最 低 次 数 ， 称 为 阶 数 ， 记 为 v(f)。 它 也 就 是 我 们 在 引 
人 距离 4(x,y) 时 所 用 的 
vf) =sup{m: FE x1, ,Xn)"}, 
1) vf)>0, vf) = E> =0) 
2) vy(f 9)>v(f) +v(9); 
3) vf +0)>min(v(f) ,0(9)), 
当 S=K[[x,… ,Xnj]j 的 常数 环 KK 是 整 环 上 时， 不 难 看 出 ， 2) 被 
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下 面 的 27 所 取代 ， 
2) vbfg9) =v(f) +v(9), 
由 1) 及 2)， 我 们 立刻 导出 ， 如 果 是 整 环 ， 则 KK[[x,,*… ,xn]] 
如 果 天 是 诺 德 环 ， 那 么 我 们 可 以 证 明天 [[2…,xns] 也 是 
诺 德 环 ,证 法 有 二 ， 一 是 仿照 定理 3,26( 希 尔 伯 特 基 定 理 )， 只 是 
我 们 要 上 略 加 修改 ， 合 . 
T={an: anx" +anrx" t+ ETI}, 
读者 试 自行 完成 这 个 证 明 ， 二 是 下 面 的 定理 6,39 的 系 。 
一 般 诅 之， 如 果 S 是 整 环 ， 那 么 不 一 定 是 整 环 。 我 们 以 
下 面 的 例子 来 说 明 这 个 现象 。 
例 22 设 S= R[x,y]，x,y 适合 下 式 ， 
xy -x — y=0,。 
读者 试 自 证 明 ， 对 变数 X,Y 而 首 ，1(X,Y) = XY -Xi-Y3 是 
不 可 分 解 的 。 因 此 
S = Rg) REX,YI /XY)) 
是 一 个 整 环 , 例 T= (x,y)， 启 为 S 对 了 的 完备 化 环 ， 则 
S = RICx,y]], 
而 且 *,y 仍 适 合 原来 的 等 式 ， 
XYy— xX — y=0, 
故 
S=R[ICX,YJ/AOUCX,Y)), 
可 是 ， 在 R[[X,Y]] 中 f(X,Y) 是 可 以 分 解 的 ， 即 
f(X,Y) = (X-Y? t+)(Y 一 X2a+)， 
所 以 ， 我 们 有 
xX—+ 寺 0， y— xX? + 0, 
但 
(Xt YX + ) =0, 
因而 R[[Lx,y]] 不 是 整 环 。 
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用 几何 图 形 来 说 明 ( 见 图 6.2)， 多 项 式 1(X,Y) = (的 解 是 一 
条 代数 曲线 ， 而 形式 告 级 数 1(X,Y) = 0 的 解 是 两 条 解析 曲线 。 


1， 多 项 式 f(X,Y) = 0 的 解 
f ， 姬 线 内 ， 相 当 于 考级 数 (X,Y) = 0 的 解 
加 6.2 


以 下 我 们 逐步 证 明 ， 如 果 8 是 诺 德 环 ， 那 么 者 也 是 诺 德 环 . 
我 们 先 证 明 ， 


定理 6.37 设 S 是 诺 德 环 [是 理想 ， (1"=(《0)， 访 是 
n=l 


S 对 1-adic 拓扑 的 完备 化 环 1 =TS ( 见 上 定理 ) ，G1(S) 是 
S 的 与 理想 1 相 件 的 分 次 环 ，GsC8) 是 8 的 与 理想 8 相伴 的 分 浆 
环 。 那么 ， 我 们 恒 有 

GI(S)~GA), 

证 明 因为 1'=(8)'=1i6 (i=0,1,2,…)， 所 以 

大 人 和 和 =。 

考虑 映射 
I 一 > AI 
其 中 上 为 认同 映射 ，c 为 典型 上 映射。 显然， 上面 的 映射 引 生出 的 
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oT TTINI TD >I /ft 
是 单 射 。 任 到 =[Cb1,… ,bn,…)]E 了 '， 则 存在 bES， 使 
ED ED 
于 是 b=[Cb,*,b,.%…) EL'NS=1:, 
oCb) =OCD , bn) 
所 以 是 满 射 ， 也 即 1/7i*1 二 了 人/ 了 ?1 自然 
| G5) = BDU/ ~BI /I = G0). | 


我 们 以 前 已 证 明 ， 如 果 S/I 是 诺 德 环 ,1 是 有 限 生 成 的 理想， 
那么 G1(5) 也 是 诺 德 环 ， 现 在 我 们 要 推出 部 分 着 定 理 。 

定理 6.38 条件 如 上 定理 。 设 M 是 总 模 。 如 果 GsCM) 是 有 
限 上 生成 的 Go(8) 模 ， 则 M 是 有 限 生 成 的 访 模 ， 

证 明 合 (mj，… ,而 9) 是 GoCM) 的 一 个 齐 次 生成 元 集 ，MtE 
foiM/1*itM, 设 meEf'iM, 使 得 + 了 iT1=W。 我 们 要 
证 明 {m,… ,ms} 是 M 的 一 生成 元 集 。 任 取 meM， 设 mE f 了 "iM ， 
则 现 E2"M/f"1+iM 可 以 写成 


坑 = an itm an iE fii, 


i=l1 


于 是 


mV =m- animEf' MCI" tM., 
i=1 


闹 0 = Dan,imi, Aan Ef i, 
一】 


傅 此 类 推 。 因 为 启 是 完备 的 ， 所 以 
41 = San tes. 
i=l 
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我 们 考 虐 


级 一 DaimiE LiM, nj~—>00, 


i=l 


立 得 
m— Slamie 用 入 =!{(0}。! 


定理 6.39 条 件 如 定理 6.37。 我 们 恒 有 人心 是 诺 德 环 ， 
证 明 5 是 诺 德 环 一 >G1(S) 是 诺 德 环 一 > Gs (5) 是 诺 德 环 


(在 上 定理 中 取 MM 为 六 的 任 一 理想 ) 一 > 是 诺 德 环 ，1 

采 设 天 是 诺 德 环 则 KCCxi,…,xnll 是 诺 德 环 此 处 
Xi 是 变数 。 

证 明 合 S= 天 [xxzo]， 7= (xna)。 那 么 8 对 7 
的 完备 化 环 入 =K[[x…,xs]]。 | 

我 们 现在 回 到 形式 宪 级 数 环 K[[x… xzo]] 的 讨论 。 在 83 
中 ， 我 们 建立 了 多 项 式 环 天 [xl ,7xo] 与 仿 射 空间 天 "的 联系 ， 
此 处 天 是 一 个 代数 封 用 域 。 我 们 能 用 同样 的 方法 ， 用 天 [[x…， 
xn]] 建 立 几 何 学 吗 ? 问题 是 对 任意 的 fE 天 LLx ,xnj]，f =0 可 
能 无 解 (是 可 递 的 ) 或 了 = 0 仅 有 原点 (0,，…，0) 为 唯一 解 (/ 是 发 
散 的 )， 例 如 


flexo) = = Dtia) it ax 1X2?, 

如 果 我 们 用 8 4 的 谱 集 ， 则 可 避 铝 这 些 困难 。 另 外 一 个 方法 ， 设 
KK=R 或 C( 或 下 一 章 所 谈 到 的 “赋值 域 ") ， 那 么 我 们 可 以 考 虑 
介 于 K[x4，… ,Xn] 与 K[[%4，… ,xn]] 之 间 的 收 化 各 级 数 环 {x,， 
,Xn})}s 其 定义 如 下 ， 

K(Xn}} = {可 Uap.1 ,X11.…xo": 存在 4,BER， 使 得 

[lant, [ABN ™+ nr)}, 

此 于 ,我 们 可 以 用 K{{x1,，… ,Xn)} 建 立 解析 几何 。 请 注意 ,K{{x， 
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”9 ;Xn}} 对 理想 (Xx 2 ,Xn) 的 完备 化 集 ， 也 是 KEELx 9 ,Xp]]。 
应 用 下 面 的 恒等式 ， 


1 
. Tx=1 十 乱 十 X22 十 ss 十 ”二 sy 


我 们 立刻 可 以 知道 玉 [[x1,… ,xwjj 中 的 可 逆 元 。 事实 上 ，f(xi， 
xn) 是 可 逆 元 和/(0,…,0) 是 天 的 可 逆 元 (在 天 是 域 的 情形 
下 ， 这 就 是 说 /(0,…,0) 夺 0)。 证 明和 如 下 ， 
一 访 。 设 (X43, 司 ,Xn) 可 逆 ， 则 有 9CX1,… ,xw)、 使 
fx Xn) GX1, yxZn) = 1, 

其 有 fC0,*…,0)g(C0,"…,0)=1。 
< 一 , 舍 

fx1s°% Xa) =a tg Xn), gC, ,0) =0。 
则 ” 
f xis Xn) =aCl ~ h(x, ya)) C0, 0) =0。 


于 是 /=at(1+ DD hls ,0))!). 
其 中 vk 当 i 
所 以 fr'E KLLx,*… ,Xn]]， 
我 们 有 下 面 的 重要 定理 。 
定理 6.40 (Weierstrass 预备 定理 〉 设 天 是 域 ，ACx xn) 
多 天 FFxi Xj]， 了 C0, ,0 ,Xn) 志 0。 换 名 话说 ，f (xX1,"… ,Xn》 
中 有 一 项 4X*，a4a EK，a 夺 0。 那 么 
1) 任 给 9g(z ,Xn) EK[[X1,… ,xnj]， 必 存 在 唯一 的 4E 
天 [Cxz xn] 及 rrE 天 [Lx…xn-JLxn]， 使 
g=df +r, vf 0, ,0,Xn)) >degs,T. 
2) 存在 唯一 的 可 逆 元 EXK[[Xi,*… ,Xnjj 及 对 xn 为 首 一 多 
项 式 的 f*EKELX Xn-1]JLxnj， 使 
f=6f*, vCf 0, ,0 ,Xn)) = degz ff 
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证 明 1) 唯一 性 设 有 g=df+r=d’f+r’。 则 
(d-d’)f=r’ 一 r。 
假若 7 -7r 于 0， 则 有 
v(Cd(0 ,+ ,0,Xn) — dd’ C0 ,0, Xn)) fC0, ,0, Xn)) 
=v(d(0 ,0, Xn) ~— dd CO, ,0, Xn)) tvCFCO, ,0, xn)) 
>degz, (rT’ -7)SvCr’ (0,0% ,0, Xn) ~—r(C0, ,0, Xn)), 


这 与 (4 一 4)f =r' -7 蔬 盾 ， 故 必 有 r=r/， 也 即 有 d=d 1 
站 在 性 。 例 R=K[Lxi,**, Xn m = (xX, “0 Xn) R, 说 


f= 2 fis, fiER; 
l=v(f (C0, ,0,7Xn)); 


f= 5 fb, = (Df) /ss Df, 


则 Em[Lxsj，f* 是 RE[xaj]=K[Lxi,… ,Xn]] 的 可 递 元 。 又 合 
f= -f/f*, 
则 了 Em[[xwJ]j， 且 有 
f =f +xif*= x! — Tf*, 

为 证 明 存 在 性 ， 我 们 只 须 找到 一 个 4E 天 FLx ,… ,xnjJ]， 使 

9g -df ER[Lx,], 
且 

degz, (9— df)<i, 


也 邯 只 须 找到 一 个 3( = 1*d)， 使 得 
degz. (9 — (x! ~ ¥)a) <l, 


这 里 了 =g， 凤 任意 给 定 的 竹 级 数 。 我 们 由 了 及 了 去 逐步 求解 & 
如 下 ; 设 


(1) 9= D9! (gER), 了 = 了 jixi (fi€Em), 
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售 4=0,1,2,…。 我 们 归纳 地 定义 


C2) doe=914e, Ve>0, 

(3) 3 Vu>0，e20 
i=0 

(4) d= Dirt, Vi>0。 

那么 ,易于 看 出 。 

(5) degz (8 一 doxi)<b 

(6) degz, (~ durx! +df)<l, vu>0, 


由 于 太 Em， 不 难 逐 步 得 几 
due E MY, Vu>0，e 守 0。 


d= Dd = DD ders 


命 


W220 YM>0s>0 

oe $s 闪 

= 5 (Da): = Ddss, 
0 UW>0 eo=0 


此 处 d= ZidueER。 显然， 利用 (5) 与 (6) 二 式 及 下 式 


Ww2>0 
-dx +t > (do +df)=9- (x!- 7d, 
=0 


即 知 4 符合 我 们 的 要 求 。 本 定理 的 前 件 部 得 证 。 

2) 同 1) 一 样 的 ， 倒 12(f(0,…,0,xn))。 应 用 1)， 仿 9= 
x!， 于 是 有 

xi=df+r, rER[x,], degz ,rT<l, 
即 
xi~r=df, 
在 上 式 中 ， 合 =xo="… =Xn-1=0， 此 较 两 侧 x 的 阶 Vv， 立 得 
[IC ~r(0,%,0,xn)) =v(df) 
=v(d(0,. ,0,x)) 二 1。 
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于 是 必 有 
v(d(0,%" ,0,xn)) =0, 
故 有 


d(0,°%,0,Xn) =a+ Sasxi, a,a€EK, 4 区 0。 
『 一 


所 以 
d(0， 2 ,0,0) = a 直 0, 
也 即 d(x1,*… ,Xn) 是 可 道 元 。 我 们 倒 


d-1=6, xi~r=f*, 


即 得 本 定理 的 27。 | 
讨论 1) 上 面 这 个 定理 ， 把 形式 震级 数 环 让 [[xi,*… ,Xn]] 
代数 化 了 。 仿 此 可 以 证 明 收 丝 宕 级 数 环 K{{x1,…,xn}} 的 Weier- 
strass 预备 定理 , 许多 解析 几何 的 定理 都 可 以 从 这 里 导出 。 例 如 ， 
设 天 = C， 任 取 JE C{ffzi ;xn }， 含 
j = 广 (Cxi ,Xn) + firiCXis Xn) 十 


此 处 fi 是 i 次 齐 次 式 ， 如 果 适 当地 选取 坐标 
yi= Pasix', 


不 难看 出 ， 我 们 可 以 假设 
记 (0… ,0, xn) = ax! (aS0) 
于 是 ， 根 据 Weierstrass 预备 定理 ， 订 得 
f 三 6f*, 
其 中 6 可 省， 


i 
f*=x! CAI A 1 


t=l 


在 原点 附近 ，5 广 0， 所 以 
f=0 =—> /+*=0, 
易于 看 冉 ， 任 取 X11,… ,Xn-i 充分 接近 0， 则 由 f* = 0 可 以 解 出 i 个 
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xn 的 值 ， 这 就 是 说 ， 在 原点 附近 ，f* = 0 的 解 形 成 -- 个 解析 多 伴 
体 ， 而 它 是 C"-! 的 原点 的 一 个 邻 域 的 1 次 覆盖 (可 能 有 分 支点 )。 
2) 从 代数 的 观点 来 看 ， 立 得 
天 [[z za]]ACF) = KCLxs ,oe ,0/7*), 
所 以 它 是 KK[[x1，… ,xn-1]] 的 一 个 整数 扩充 。 请 与 诺 德 正 规 化 定 
理 相 比较 ， | 
习 题 

1。 售 S=RIxixs xna]， 其 中 民 为 环 ， 了 = (xX1,X2, 

xn)。 证 明 8 的 -adic 完备 化 环 为 
局 = RE[xixa xn]]。 

2 仿 全 = 天 [xiyxayxna]rzozorsz)5 其 中 Kk 为 域 ， 了 = 

(xxe ,Xn)。 证 明 S 的 I-adic 完备 化 环 为 
启 = 天 [[xi， x ,Xn]], 

3， 今 8S=Zdpy， 其 中 为 素数 。 合 作为 8 的 p-adic 完 
备 化 环 ,证 明 亿 Gp, 的 比 域 为 Qp( 参 见 第 一 章 $ 6)。 

4。 设 尺 是 诺 德 环 ，[ 是 尺 的 理想 ， 尺 的 1-adic 完备 化 环 
记 为 记 ， 对 xER， 以 4 表示 x 在 认同 映射 R= 下 的 象 。 证 明 
zx 不 是 尺 的 堆 因 子 一 > 人 不 是 丸 的 壳 因 子 。 

5， 合 尺 =CFx,y]/Cc2 -内 -98)，7T= (5,3)。 证 明 尺 是 整 
环 ， 但 它 的 1-adic 完备 化 环 良 不 是 整 环 。 

6。 设 尺 是 诺 德 局 部 环 ，m 是 RR 的 极 大 理想 . 证 明 放 是 户 
的 极 大 理想 。 

7。 设 只 是 环 ， [是 尺 的 理想 ， S=1+1， 则 8 是 尺 的 滋 
法 封闭 子 集 。 证 明 环 映射 

f: ST-iIR -> Rh, 
Ta > fr(1 一 4+a2z 一 …) 
(其 中 eaE 三 是 嵌 算 ， 
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8。 设 R 是 诺 德 环 是 及 的 理想 ，M 是 有 限 刃 借 。 证 明 
NM = (NN ker Cf), 
n=l 酌 


其 中 太 玫 示 M 到 以 ,的 认同 映射 ， 上 式 右 端的 交 是 对 所 有 包括 I 
的 极 大 理想 m 取 的 . 
9、 设 RR 是 环 ， 是 卫 的 在 想 ，M,N,S 邯 是 尽 模 ， 且 


0—>M >N- >S——>0 
正 合 ， 证 明 在 I-adic 拓扑 下 ，f ,9 诱导 出 序 模 映射 了 ,9， 使 得 
0— > >N > >0 

正 合 。 | 

10。 举例 说 明 诺 德 琵 尺 上 的 滥 有 限 生 成 模 M 在 7-adie 拓 
扑 下 的 完备 化 不 一 定 等 于 请 M( 这 里 了 是 尺 的 一 个 理想 )。 

11。 仿 Fx 仿 = 包 + 妇 +X9+X 究 荐 册 eierstrass 预备 定 
理 ， 求 6(x,y),41CX) ,as(x) 的 次 数 小 于 3 的 项 ， 适 合 

jx = 6x, yy + or) yy +47%)), 


839 维 数 论 (2) 


在 86 中， 我 们 讨论 了 维 数 ， 并 证 明了 定理 6.26: 
dim S = supfdim 5,: m 是 极 大 理想 }。 

因此 ， 维 数 筱 局 部 化 耻 ， 了 解 一 个 局 部 环 的 维 数 是 很 重要 的 . 

在 7 中, 对 于 一 个 局 部 环 S ,我们 讨论 了 分 次 环 Ce(S), 此 
处 m 是 S 的 极 大 理想 ， 当 我 们 把 G,《5) 当 作 Ce(S) 模 时 ， 双 得 出 
了 它 的 Hilbert 特 征 多 项 式 x3(x) .我 们 全 用 例子 指明 4d = deg x5Cx) 
苑 是 维 数 。 在 本 节 中 ， 我 们 将 对 局 部 环 $， 给 出 证 明 。 先 引入 下 
面 的 定义 。 

定义 6.19 说 S 是 一 个 诺 德 局 部 环 ，m 是 它 的 极 大 理想 。 又 
设 了 是 一 个 准 素 理想 ，w 7 = m， 则 称 工 是 8 的 一 个 定义 理想 ， 
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讨论 1) 根据 希 尔 伯 特 堆 点 定理 ， 
OD=V TT) =m)={m), 

2) 合 Mh = (Cm, Mn), mi'El, 那么 ， 当 5 足够 大 时 ， 三 
然 有 m"CTCm。 反 之 ， 如 果 存 在 Ss， 使 m'CICcm， 则 是 准 
素 理 想 ，w 了 =m。 即 

了 是 定义 理想 <> 对 某 个 sS，meCTcCtn。 

3) 7 是 定义 理想 所 >JCm， 且 S/L 是 Artin 环 。 说 朋 ， 

一 人 之。 今 ?是 8/1 的 素 理想 ， 则 p 忆 7 二 m*， 故 

p= pO m= m， 
即 有 dimCS/D = 0， 所 以 S/T 是 Artin 环 ， <。 取 1 的 简略 
准 素 分 解 I Mr 如 果 有 py = w 天 反 m， 则 pi 持 W， 因此 
dim(S/1) 之 1 。 这 是 不 可 能 的 。 所 以 的 简 中 准 分 解 必然 是 
.了 = 了， 2 了 是 淮 素 理想 。 

引 理 设 本 了,… ,1 是 环 S 的 理想 ， 而 且 最 多 只 有 两 个 1 
不 是 素 理想 。 那 么 ，JC U 1 了 一 > 存在 一 个 i 使 J CI。 


证 明 我 们 对 7 取 归 纳 法 。n = 1 时 ， 本 引 理 显然 是 正确 
的 。 我 们 现在 考虑 1 > 1 的 情形 。 如 果 存 在 某 个 i ， 使 得 
JcU7T， 


ff 
那么 用 归纳 法 ， 立 得 本 引 理 。 央 此 ， 只 须 考虑 下 面 的 情形 ; 
IEUT, f=1,2,%,n, 


现在 证 明 这 是 不 可 能 和 的 。- 
营 发 生 上 述 情形 ， 则 存在 
“EINUL, Cj =1,2,.…, 1),。 
EB 和 /SU 立 得 4; E11;。 如 果 n =2， 我 们 得 到 
| a +as€E J CT UT,., 
于 是 +4 Eh > dET. d+ ! > 4a1E€1,。 两 者 都 与 
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A1,4; 的 选 法 相 违 ,因此 是 不 可 能 的 。 设 n>2, 那 么 牵 少 有 一 个 1， 
是 来 理想， 不 妨 设 1 是 来 理想 。 考虑 下 面 的 元 素 
b= a +azda…adnE 1 
于 是 ，a1 ET，ao,…,a4sh 一 bE 任 取 了 了 >>1， 则 
a€El;, da“an ET;=—>bET,, 
所 以 3bE UT;。 这 是 一 个 也 盾 。| 
讨论 如 果 环 S 汪 KK ,KK 是 无 限 域 ,那么 在 上 面 的 引 理 中 ， 不 
需要 假定 任何 1, 是 素 理想 。 此 时 ，S ,六 了 都 是 下 向 量 空间 。 7/ 
=JNCUT,)= UCINID. 当 J 人 NI 二 J 时 ，J 不 可 能 是 子 空间 
JNIT， (i=1,…,n) 的 并 集 。 
定理 6. 41 役 3 是 请 德 局 部 于 m 是 它 的 极 大 理想 。 则 下 面 
三 个 数字 是 相同 的 ， 
1) dim S; 
2) 任 取 S 的 一 个 定义 理想 工 ，S 对 1 的 Hilbert 特征 多 项 式 
X? (xz) 的 次 数 4(S) = - 
3) n=inf{h: (a1,…,4;) 是 5 的 一 个 定义 理想 }。 
证 明 ”首先 我 们 要 说 明 ， 2) 中 的 4 与 定义 理想 了 的 选取 无 
关 。 这 只 须 说 明 
deg Xs(x) = deg x? (x) 
就 可 以 了 .事实 上 ， 由 于 了 是 定义 理想 ， 所 以 有 正 整 数 s， 使 
m* CCm。， 故 对 任意 正 整数 ! ， 有 
CSjme2KS]TO SLS/m'), 
而 当 足 够 大 以 后 ,我 们 有 x0) =LS/m 人 及 xX? 了 C1) = SYT')， 
所 以 
XECSD) XI XL), 
仿 工 co， 即 知 qeg XS(x) = deg x?(x)。 
下 面 我 们 证 明 d 之 dim 5 之 nn 之 4， 以 完成 本 定理 的 证 明 。 
1) 证 明 4>dim S。 对 4 作 归 纳 法 。 设 4 = 0， 则 当 了 足够 
大 有 时， 
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LS/ 廊 ) = 3 
是 常数 ， 填 是 C71/11+1) =0， 即 I'=1't1。 应 用 Nakayama 引 
理 , 立 得 1' = (0)。 由 于 了 是 定义 理想 , 故 有 正 整 ;5， 使 m*C 了， 
于 是 ，m*'C1'=(0)。 根 据 定理 6.29 的 系 ，S 是 Artin 环 , 即 得 
dim S = 0 <d, 
现在 讨论 4 > 0 的 情形 。 任 到 S 的 一 个 素 理 想 链 
m= po 膨 和 对 … 圣 D1， 
我 们 只 要 证 明 ! < d 就 足够 了 ， 考 虑 8/p,， 这 是 一 个 整 环 及 局 
部 环 ， 它 的 极 大 理想 是 m/p,。 同 时 我 们 有 
| Cm/p1)" = (mr +p1) /Pps 
(S/Pp)/m/p)' = CS/pO/Cm' rp /PES/m" +p)), 
于 是 
LCCS/p)/ Cm/pi)" ) =LCS/Cm +pDD)SICS/m")， 
也 即 4dCS/p,) 委 4d(S)。 另 一 方面 ， 
my/pi = po/p, 腔 pi/p 1 对 对 p/p = (0) 
是 S/p, 的 一 个 素 理 想 链 。 显 然 ， 
LI 和 d(S/b) 一 >!I<d(S) =d, 
所 以 我 们 不 妨 假定 pi = (0)，S 是 一 个 整 环 。 现在 ， 利用 这 个 假 
定 ， 继 续 我 们 的 证 明 。 任 取 a Ep,-1，a 于 0， 考 虑 S /aS = R。 
显然 “ 
m/as 过 hi/aS 妇 … 寻 pi/aS 
是 中 的 一 个 索 理 想 链 ， 它 的 长 度 是 【-- 1。 如 果 我 们 能 证 明 
d(R)Sd(S) -1=4-1， 
那么 ， 应 用 归纳 法 假设 ， 立 得 
1-1<dRSd-1, led, 
下 面 证 明 4CR) 委 d(S) - 1。 我 们 有 下 面 的 算式 ， 
lcCS/aS)/(m/ad)') =1(S/Cm’ +aS)) 
=l(S/m’) -li(m’ +a$)/m') 
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slS/m"') -Lad /m’ lad), 
应 用 定理 6.34(Artin-Rees 引 理 )， 存 在 一 Kk， 使 
| 和 站 asS=m rmtnaS)Camr-ts 


于 是 lasS/m’' NaS)>l(aS/am’-'), 
勇 一 方面 ， 我 们 已 设 S 是 整 环 ， 4 坟 0， 所 以 上 映射 
dk ->a9， 
a*(b)=ab 


是 一 个 模 同 构 。 因 此 aS/am' 一 S/m? 5， 于 是 ， 得 出 
AC(S/ad) /m/fas IEIS/m') -llaS/am"-*) 
=l(S/m") -lS/m"*) = xXx) -xslr ~ k). 
已 知 奴 (x) 是 4 次 多 项 式 ， 显 然 上 面 的 盖 最 多 是 了 的 4 -1 次 多 项 
式 。 因 此 我 们 得 出 
d(R) = isjasy<acsy 1 
2) 证 明 dim S>>r。 前 面 已 证 dim SS&d<oo。 对 dim5 取 归 
纳 法 。 设 dim 5 =0， 那 么 8 是 Artin 环 。 应 用 定义 6.19 的 讨论 
3)，(0) 是 ?的 定义 理想 。 按 照 通常 的 约定 ， 空 集 2 生成 (0)。 
因此 n=0，dim 5S>n, 


现在 考虑 dim 5>0 的 情形 。 今 p1,…,p, 是 S 的 所 有 的 极 小 素 
理想 (参看 定理 6.22 的 讨论 4))。 应 用 上 面 的 引 理 ，mc [jp，， 


命 or 
a Em, aENr, R=S/as. 
i-1 


我 们 先 证 明 dim R<dim S-1。 任 取 R 的 一 个 来 理想 链 
ps/4aS 寻 /4 娃娃 p14/45， 
此 处 是 5 的 包含 a5 的 素 理 想 。 那 么 pf 必然 包含 一 个 极 小 素 
理想 p,。 双 因为 4Ep1，4EPp1， 所 以 pi1 守 Pp,。 于 是 
96 有 Pf 对 "对 Pp1 寻 pi 

是 S 的 一 个 素 理 想 链 。 我 们 得 出 dim Rs<dim 5 -1。 

应 用 归纳 法 假设 于 及 ， 立 得 尺 有 一 定义 理想 了 /asS， 其 生成 
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元 个 数 不 超过 dim R=Kk。 设 此 生成 元 集 为 {而 ,… ,64}， 共 中 
at ESCG=1,…,K)， 不 难看 出 1 是 5 的 定义 理想 ,I = (a,al,…， 
a1)，、 共 生成 元 集 的 基数 dim R+1<dim5， 

3) 证 明 n 之 4，。 定理 6.33 已 证 过 。 | 

采 1 任何 诺 德 局 部 环 5 的 维 数 dim S 祁 是 有 限 的 。 

采 2 诺 德 环 5 的 素 理 想 的 下 降 的 链 必 然 终止 。 

证 明 任 取 一 个 素 理 想 的 下 降 的 链 

Po 有 对 用 对 守 Pn 妇 。 
对 Po 局 部 化 ， 在 诺 德 局 部 环 5S，。 里 ， 我 们 有 数理 想 链 
TA I 过 …， 

所 以 它 的 长 度 <<dim S,,<co。 | 

从 上 面 的 定理 ， 我 们 得 出 下 面 的 富有 几何 意味 的 定理 ， 

定理 6.42( 天 rull 主 理想 定理 ) 1)》 设 I 是 诺 德 环 S 的 理想 ， 
1 专 93，7 由 ?个 元 素 所 生成 。 那 么 ， 今 # 是 一 个 包含 工 的 素 理 
想 中 的 极 小 者 ， 则 有 ht(p)<n。 

2) 设 a 是 诺 德 环 S 的 不 可 逆 元 ， 那 么 ， 兮 是 包含 Ce) 的 素 
理想 中 的 极 小 者 ， 则 有 htCp) 志 1。 

证 明 显然 ,2) 是 1) 的 特例 。 我 们 仅 须 证 明 1)。 考虑 局 部 环 
S,。 不 难看 出 ， P35， 旗 是 包含 TS， 的 素 理 想 中 的 极 小 者 ， 又 是 


5， 的 极 大 理想 ， 因 此 是 唯一 包含 TS, 的 素 理 想 。 用 1S, 的 简略 


准 素 分 解 ， 立 即 导出 15, 是 准 素 理想 ， 以 及 
v 1S, =pS,, 
故 19。 是 的 定义 理想 。 而 1S，, 是 由 ?个 元 素 生 成 的 ， 应 用 定 
理 6.40， 立 得 
ht(p) = dim S,<n, | 
讨论 在 CLx,…,xn] = 5 中 ,， 任 取 fEC， 应 用 上 面 的 定 
理 ， 立 得 ht((f))<1。 但 是 在 S 中 只 有 (0) 的 高 讼 是 0， 所 以 
htC(f)) =1。 
售 pp 是 (人 的 孤立 素 理 想 ， 则 


ht(p,)=1， (1)= UY (pi)， 
以 codim 沾 示 余 维 数 (参见 定义 6.13 的 讨论 )， 则 
codim ZCp1) = ht(p) =1, 

小 dim2z (Pp) =n-codim (Pp)=n-1, 
这 就 是 说 ，/ = 0 的 解 集 是 一 些 起 曲面 的 并 集 。 这 即 汪 明了 我 们 
的 一 个 几何 直观 。 | 

设 S 是 诺 德 局 部 环 ，m 是 它 的 极 大 理想 ，d = dim 5。 那么 存 
在 一 个 定义 理想 7 = (x,,… ,xa)。 任 何 一 组 如 此 的 {x1,… ,xa} 称 
为 5 的 一 个 参数 采 。 


邻 


K =S/m, 

则 上 是 域 ， 于 是 m/m? 是 一 个 向 量 实 间 , 今 {8 sn) 是 向 量 空 
间 m/m? 的 一 组 基 ( 其 中 a, Em, n= dimxCm/m?)) ,那么 ， 我 们 有 
m= 《Cl ,°° ,4n) 十 Mon。 

应 用 定理 6.27(Nakayama 引 理 )， 请 注意 rad(5) =m， 立 得 
m= (4, ,02n), 
友之， 设 m = 《Qi,…,4n)， 那 么 ，{ 而 ,… ,6s} 显然 是 m/m? 的 一 
个 生成 元 集 。 综 上 所 述 ， 我 们 得 到 
dimxzCm/m2) = 了 的 最 小 生成 元 集 的 基数 。 
定义 6.20 设 5 是 诺 德 局 部 环 ，m 是 它 的 极 大 理想 ， 
S/m= KK， 
那么 ， 
1) 5 的 嵌入 维 数 定义 为 emb-dimS = dimx Cm/m?); 
2) 如 果 dim S =emb-dim S， 则 称 > 为 一个 正则 局 部 环 、 今 
m= (x1,*" ,Xa), 
此 处 4 =dimS， 那 么 {x1,… ,Xa} 称 为 5 的 一 个 正则 参数 条。 
论 讨 1) 根据 定理 6,41， 对 任 给 的 诺 德 局 部 环 S， 恒 有 
emb-dim S>dim 5., 
2) 正则 局 部 环 相当 于 几何 上 的 平滑 点 或 非 奇异 点 ， 非 正规 
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局 部 环 相当 于 寄 异 点 或 非 平滑 点 。 参 见 下 面 的 例子 。 
例 235 今 太 是 代数 封闭 域 ，R = [x1,… ,Xnj， 我 们 已 经 知 
n=dim R=sup{l: l=dim Rn, m 是 极 大 理想 }。 
根据 希 尔 伯 特 需 点 定理 ,及 的 极 大 理想 m 蕴 形 如 
WW = (XA ,Xn 一 Cn) 0 EC 大 。 
不 难看 出 ， 在 平 称 映射 + 1->x; -ai 作用 下 ， 所 有 的 R。 都 是 同 构 
的 。 因 此 ， 对 任 给 的 极 大 理想 m= (xz -au ,Xn 一 4n) 而 刘 ， 我 
们 乙 有 . 
| dim R=n 
自然 ， {X11 一 4 Xn 一 Qa) 是 民 。 的 一 个 参数 系 ， 所 以 
emb-dim 及 。 =dim R,。 

于 是 Re。 都 是 正则 局 部 环 。 换血 话说 ，" 维 优 射 空间 K" 的 点 都 是 
非 奇 异 点 ， 

例 24 含 尺 = CEx， y]/Cx? - _y) = CL#,9], m= (5,9), S= 
R。。 显然 ，R 和 CL5]，SC[3] cz)， 而 且 S 对 CL5] cz) 是 整数 


相关 的 ， 于 是 
. dim S = dim CL3] z) =1。 


另 一 方面 ，m/m? 是 由 {x*,y*} 生 成 的 (x*,J* 是 素 ， 在 ms/m?S 
中 的 象 )。 读 者 自行 证 明 
emb-dim S = dime(m/m’) = 2>dim S。 
因此 ，S 是 一 个 非 正则 局 部 环 ， 这 相应 于 《0 ,0) 是 复数 曲线 22 一 
= 0 的 奇异 点 。1 

对 于 参数 系 ， 我 们 有 如 下 的 定理 。 

定理 6.435 设 S 是 诺 德 局 部 环 ，{X1,… ,xn} 是 它 的 一 个 参数 
系 。 那 么 ，dim(S/(x1,…,Xa))=n~d。 

证 明 全 及 =S/ACx xye)。 显 然 ，(5a，…5n) 是 及 的 一 


个 定义 理想 。 立 得 
dim R<n-d, 


反之 ， 今 {8 ,9,} 是 的 一 个 参数 系 ， 显然 ， (X19 Nas yy 
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,ys) 是 民 的 一 个 定义 理想 。 所 以 4+s 之 n， 即 得 
dim R>n-d, | 
由 于 正则 诺 德 局 部 环 在 代数 学 与 几何 学 中 的 重要 性 ， 我 们 给 
由 下 面 的 定理 ， 
定理 6.44 设 S 是 诺 德 局 部 环 ，dim 5S=n， tn 是 它 的 极 大 理 
但 ，KK = S/m， 是 S 对 mn 的 完备 化 环 ， 那么 ， 我 们 有 
1) S 是 正则 诺 德 局 部 环 > Cu(S) 同 构 于 1 元 多 项 式 环 
天 ,nls | 
2) S 是 正则 诺 德 局 部 环 所 > 昼 是 正则 诺 德 局 部 坏 。 
证 明 1) < 寺 =， 显然 ，m/m? 相 当 于 二,… ,th 的 一 次 齐 次 式 
的 集合 ， 所 以 
dimxr(Cm/m2) =n = dim S$, 
一 > 合作 = (X11,… ,Xn)， 显然 ， 
GCC(S) 一 天 [8 ,1,1 
其 中 ,Em/m?。 我 们 仅 须 评 明 31,… ,Tn 代数 无 关 就 足够 了 。 设 
JEe KEX,, ,Xn1, 7X0, 
Co(S) IF Be, Bn) = > 了 (有 yn) =0。 


此 处 1 是 i 次 齐 次 式 。 因为 EAE 2 都 是 一 次 齐 次 式 ， G,.CS) 
是 分 次 环 ， 所 以 每 一 个 了 (FB1,… ,zn)》 =0。 因 此 ， 不 妨 即 设 了 是 
一 个 ?+ 次 齐 次 式 。 爸 
oO. K[X ,Xn >Gn(S), 
ol(X,) = 

再 今 尺 = KEX,, ,XJ/(f) = KEy,, ,9n]。 又 设 : 

LC0) 三 length{¥€ 天 [元 ,Fn deg 7<f， 

1,(i) =length{RE KLY,,* ,#1: degh<i}, 
我 们 要 比较 4(i) 与 GD。 由 于 了 E ker o， 所 以 有 

Cs) L(Y; 
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AN 


我 们 又 有 
(b》 当 二 充分 大 时 ,LCi)(=Xx5(i)) 是 i 的 多 项 式 ， 且 
deg iD = deg,.x$(x) = dimS =n, 
(参看 例 19， 请 读者 自 证 。)》 
(ec) 当 辣 充分 大 时 ，ls( 站 是 i 的 多 项 式 ， 上 
deg ,ls(i) <n-1。 
上 面 的 (a) ,《b) , (0) 显 然 是 矛盾 的 。 
2) 根据 定理 6,39， 我 们 知道 是 诺 德 环 。 又 有 S /mS/m 
(为 什么 ? ;所 以 负 是 六 的 一 个 极 大 理想 ， 任 取 4Em, 那么 
(1—-6)-1=1+A+. +h"+' EA 
所 以 1- 6 都 是 可 道 元 ， 于 是 
mrad(8) = a pi 
极 大 理想 、 
出 此 即 知 册 是 八 的 唯一 的 极 头 理想 ，S 是 一 个 局 部 环 。 央 为 
CMS = Bm /me Cm /mr =), 


所 以 dim S = dim 8 =?， 而 且 

~ GES) KI, ,tn >G(H) RE, ,tn 二 

: 下 面 这 个 定理 的 证 明 ， 要 用 到 同调 代数 的 方法 ， 我 们 不 加 证 
明了 ， 

定理 6.45(Auslander-Buchsbaum ”定理 任何 正则 诺 德 局 部 


了 环 都 是 唯一 分 解 整 环 。 . 
证 明 请 见 Zariski-Samwel 落 《Commutative Algebra》 , 2 


矢 ， 附 录 7i; 或 Matsumura 著 《Commnutative Algebra》, 142 页 。 
从 这 个 定理 ， 我 们 立刻 看 出 ， 任何 正则 诺 德 局 部 环 S 都 是 整 
数 封闭 的 等 等 ， 
我 们 很 容 适 证 明正 则 诺 德 局 部 环 必定 是 个 整 环 . 设 4 三 
0，》 广 0， 唉 =0. 今 EmrNmrirl bEm"'z\m":+1， 则 
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acEmri/mri+l， 3 二 0， 
‘bEm's/m'al, bi0, 
但 三 =0EG.(S)。 可 是 
Ce(S) = Bm /mK ,ta 

这 显然 是 不 可 能 的 ，。 

我 们 又 有 下 面 的 重要 定理 。 

定理 6.46(1.S.Cohen 定理 ) 设 访 对 和 m 是 一 个 完备 的 庄 德 局 
部 环 ， 设 昼 的 特征 等 于 六 /m 的 特征 (所 谓 一 个 环 尺 的 特征 数 或 特 
征 ， 即 是 min{n: ne1 =0，7 为 下 整数 }， 如 果 n。1 永 不 为 震 ， 
则 称 尺 的 特征 为 0 )， 那 么 

启 一 天 [[ ta]]。 

证 明 请 见 Zariski-Samual 著 KCommutative Algebra》， 2 
耸 ，304 页 。 

讨论 当心 仿 有 一 个 域 丰 时 ， 上 定理 显然 是 对 的 ， 如 果 取 S = 
Zn, B= Z,,, 显然 可 见 ， 上 面 的 定理 的 假 慨 是 不 可 如 去 的 。 在 
一 般 的 几何 学 中 ，& 都 包含 一 个 域 ， 因此 我 们 可 以 用 它 的 结论 。 

习题 i 

1。 使 尺 =C[Cx,y,2]]/Cx?+xy++)。' 考 氏 《2,9)，(5,2)， 
(93;,z)， 它 们 之 中 哪些 是 定义 理想 ? 哪些 不 是 定义 理想 ?- 其 几何 
意义 是 什么 ? . 

2, 设 R 是 正则 局 部 环 。 证 明 dim 尽 = 0 所 > 只是 拭 。 

3， 设 尺 是 诺 德 局 部 环 ， ma 是 极 大 理想 ， 育 是 民 可 madie 
拓扑 的 守 和 化 证 明 dim R= dimh。 

4， 设 R 是 正则 诺 德 局 部 环 ，m 是 它 的 极 关 理想 , m 太 (0)。 
证 明寺 mt 取 x Em\m?， 证 明 RR/(x) 是 正则 诺 德 局 部 环 ， 且 

dim(R/(x)) = dim R-1, 

5， 参考 上 题 。 更 一 般 地 ， 设 是 诺 德 局 部 环 ， m 是 共 极 

大 理想 。 设 x Em，* 不 是 零 因子 ， 斌 明 
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dim(R/(x)) = dim R-1, 
6, 设 jx xs Xm) 为 CLxX, ,XXnj 中 个 可 约 多 项 式 。 
证 明 : 


P= (a1,04,…an) 是 的 营 点 而 总 -| ,不 全 为 和 


<> (CL ,Xn /Cf CX ,Xn))) (P10 Tn) 

是 正则 诺 德 局 部 环 。 

7。 设 尺 是 环 ， Ql,Q2,°" ,4nE R, 如 果 

(1) (41,02,° an) 夺 R， 且 | 

(2》 ai 不 是 R/Caiyai ,04-1) 的 夫 因 子 (Yi 1;2，，m， 
则 多 {oi; 睾 ,…;ai} 是 一 个 及 序列 。 设 下 是 域 ， 尺 = 天 [xz 5]， 
ai =X(C8Y 一 1)， as=y，4s =z(y 一 1])， 试 证 {41,42,08} 是 尺 序列 ， 
而 {41,43,42} 不 是 尺 序列 。 

8。 参考 上 题 。 设 R 是 正则 诺 德 局 部 环 ， m 是 它 的 极 大 理 
想 。 双 设 dim R= n， 试 证 mm 可 以 由 一 个 R 序 列 {91,02,*… ,an} 
生成 。 

9。 设 尺 是 诺 德 局 部 环 ，m 是 它 的 极 大 理想 。 又 设 四 可 以 由 
库 交 直 遍 ， 证 时 有 必 是 正则 忆 部 和 ， 

“不 应 用 Auslaiider-Buchsbaum n 定理 ， 直接 证 明正 则 诺 德 

局 是 机 下 


。 


人 


， 
as 
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第 七 漠 赋值 论 
81 定 义 


变 示 请 参看 第 一 这 $6 “p-adic 数 与 赋值 "。 在 本 章 我 们 将 
把 那里 的 讨论 到 分 地 一 般 化 。 我 们 先 引 入 ， 《“， 

定义 7.1 设 G 是 一 个 加 法 交换 群 。 如 果 G 含有 一 个 站 群 G。 
《 即 4,bEG, 一 >4a+bEG4)， 使 得 G= (~G,)U{0}UG,， 而 
且 这 三 个 子 集 是 两 两 不 相交 的 ， 粥 么 ， 称 G 为 加 法 交换 全 序 群 ， 
或 简称 双 序 群 ， 我 们 用 G_ 表示 - G,。 此 时 ， 我 们 有 一 个 你 序 ， 
其 定义 如 下 : ， 加 . 

ab > a-bEeG,, 

讨论 1) 读者 用 CC 是 侍 群 的 性 质 ， 检 验 ， 

a>b), b>e —> a>o, 
a>b, cmd =—> 4+0D rd a 
等 等 | 
.2) 反之 ， 设 C 有 一 个 全 序 .“>>”， 适 合 上 面 的 不 等 式 ， 那 
么 ， 含 G+ = {a: a>0}， 读 者 自行 检验 C, 是 一 个 中 群 ，- GC+， 
{0}，G, 是 两 两 不 相交 的 ， 及 G=C-GDU{0UG,。 

例 1 只 的 加 法 子 群 C 都 是 全 序 群 。 易 见 

G=(R_NGOU {OU GR, NG) =0G_U{0UG,, 

同样 的 ， 任 何 一 个 全 序 群 的 子 群 ， 也 是 至 序 群 。 

例 2 在 C=QZ 旨 2 中， 我们 可 以 定义 -一 个 字母 全 序 ， 

G;, ={,n2)! m0 或 1 =0，11,>>0)。 
换 一 个 方式 来 说 ， 
(Nn) nm, Mm) en -m,n Mm) EG 


所 这 站 | 或 =， 六 
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这 和 查 英文 字典 一样 ， 先 看 头 一 个 数学 ， 如 果 两 个 元 素 有 相同 的 
首 项 ， 再 看 第 二 个 数字 ， 
与 上 面 一 样 的 ， 设 G1,…, Gs 都 是 至 序 群 。 邻 C= 名 G1， 我 


们 可 以 定义 -一 个 “字母 全 序 ”: 
G;={(91,…,9n): 存在 一 个 i， 使 
gi1>0, gi=0, Yi<i}, 

现在 我 们 引入 赋 信 的 定义 ， 

定义 7.2 ” 设 K 蚌 一 一 个 域 ， K* =K\{0}, GG 是 是 一 个 全 序 群 。 
如 果 一 个 满 射 :KK*->G， 适 合 下 列 的 条 件 ， 虽 称 为 天 的 一 个 指 
数 峰值 ， 或 简称 赋值 

1) V(ab) =v(a) +v(b); 

2) va +b)>min{vCa) ,vb))}. 

讨论 1) 以 上 的 定义 中 , 用 的 是 加 法 全 序 交 换 群 C。 间 样 ， 
也 可 以 用 乘法 全 序 交 换 群 6*= CiiU{I)UGC 这 里 Ci={9:9<< 
]) 是 一 个 乘法 守 群 , 与 加 法 全 序 交换 群 G 中 的 加 法 站 群 G. = {9: 
9>0} 相对 应 。 赋 人 外 ”的 定义 条 件 ， 也 相应 地 改 成 : 

J*) vyCab) =v(a) vb); 

2*) vCa +0) <max{v(ay, vb))}, 
与 下 面 的 三 角 不 等 式 3*) 相 比 ，2*) 称 为 强 三 角 和 不等式, 

3*) vOa +b)<v(a) +v(b), 
不 过 ， 除 了 特别 声明 外 ， 一 般 我 们 都 用 加 法 全 序 交 换 群 ， 而 不 用 
乘法 全 序 交 换 群 。 

2) 从 定义 7.2 的 条 件 1)， 我 们 导出 

vb) =D(I， 扫 =V(1) +0(b) ==> 1(1) = 0， 
0=20(C1) = »、 bt) =v(0b) tvCb™1) 
一 > vb) = ~ v(b), 
vlab™l) =v(a) +v(b™!) =v(a) - vb) 


所 以 ，v 荐 从 乘法 群 K+ 到 加 法 群 6 的 一 个 群 喘 射 
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例 5 1) 第 一 章 8 6 中 @ 的 P 赋 值 vp 是 用 乘法 双 序 交换 群 
G* ={P'iicZ] 定义 的 赋值 ， 

2) 含 天 为 复 变 函数 论 的 “在 <= 0 附近 的 亚 纯 夯 数 域 ”， 
C{{x}}( 参 见 第 大 章 § 8 ) 的 比 域 。 今 G= 2 以 oa 要 时 
的 阶 ， 即 设 


f = Danx', anF0, mEZ, 


那么 Vz《f) =m。 读 者 自行 检验 ，vzx 确实 是 一 个 赋值 。 - 
3) 合 尺 是 一 个 蛤 一 分 解 的 整 环 ，a 是 一 个 不 可 分 解 元 ， 下 
是 RR 的 比 域 ，G = Z。 任 取 
FEK, atb, at ec, n€EZ, 
我 们 定义 
va( ba") =n, 
读者 自行 检验 ，v 是 一 个 赋值 。 
特别 是 当 尺 =CLx]， 那 么 ，a = Cox 一 6 (2 六 0)。w 是 一 个 
赋值 。 加 四 
4) 合 K=C(x,y), CG= ZBZvV 7， 接 照例 2 的 讨论 ，G 自 
然 是 一 个 全 序 群 。 兮 
vf x,y)) =ordif (t,t), 
其 中 ord; 表示 守 的 阶 。 则 ?” 是 一 个 赋值 。 
5) 我 们 可 以 把 v 扩充 到 整个 K。 定义 (0) = co， ” 共 中 的 无 
限 大 “co”， 适 合 下 列 条 件 ; 
co>9g9，VogEC， 
co 上 +tg=co， co+co=co，oco-~co 没 有 定义 。 


那么 ， 对 于 任意 的 4,5EK， 我 们 恒 有 
Cab) =v(a) + ，2Ka+ 的 之 minf2Ca)，2(C07]。 
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定义 7.5 设 天 是 域 ,R 是 疙 的 子 环 . 如 果 对 于 任 取 的 cE 帮 ， 
4 专 0 而 萌 ，a, or: 二 者 之 中 至 少 有 一 个 在 丸 中 ， 那 么 ， 尺 称 为 天 
的 一 个 赋值 环 。 

讨论 RR 的 比 域 显然 是 K， 

定理 7.1 1) 设 R 是 域 扩 的 子 环 ， 玉 是 RR 的 比 域 ， 那 么 ，R 
是 天 的 赋值 环 一 >m = {a: a 是 RR 的 不 可 逆 元 } 是 尺 的 输 一 的 极 大 
理想 ， 所 以 及 是 局 部 环 。 

2) 设 " 是 天 的 赋值 。 今 

R,={a: a€E K, v(a)>0}, 

那么 ，R ,是 的 一 个 赋值 环 。 

证 明 1) 显然 ，ab 是 可 逆 元 二 之 4 及 是 可 逆 元 ， 所 以 

四 bEm = 一 > a Em, VdER。 

仅 须 证 明 a,bEm 一 4 + bE m， 便 知 tt 是 一 个 理想 。 

考 虚 @/b 及 5/4， 二 者 之 一 必 在 RR 中 。 匹 妨 假 定 4/bER， 于 
是 . 

1+(a/b) = (a +b)/bER, 

假若 a+b 是 可 游 元 ， 那 么 1/5ER， 即 b 是 可 洲 元 ， 这 与 已 知 条 
件 相 违 。 所 以 a +bE m，m 是 一 个 理想 ， 且 显然 是 唯一 的 极 大 理 
想 。 

2) 设 eER。， 则 "(a)<0。 于 是 

va = -y(o)>0 一 > a-IER。1| 

定理 7.1 说 明了 ， 给 定 一 个 赋值 " 以后， 我 们 自然 得 出 一 个 
赋值 环 Ru。 反 过 来 说 ， 给 定 一 个 赋值 环 尺 以 后 ， 能 不 能 自然 地 
得 出 一 个 赋值 呢 ? 这 是 能 作 到 的 。 作 法 如 下 〈 这 里 我 们 用 乘法 全 
序 交 换 群 )。 

合 m 是 RR 的 极 大 理想 ，m* =m\{0}，U 是 尺 的 所 有 可 北 元 
的 集合 ， 即 U = RNAm。 如 果 aER， 那 么 or-1ER, 但 a-EU， 所 
以 ariEm，aE (ms*)-5 也 即 

K*=K\{0}= (Cm*) UUUm*, 
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一 个 乘法 交换 群 ，U 是 它 的 正规 子 群 ， 所 以 
K*/U= (m1/OU {UY Cm*/U) = GHU {I} UG, 
这 就 给 出 K*/U 的 一 个 至 序 。 今 0U: K*>K*/JU 为 典型 映射 ， 那 
么 显然 有 (参见 定义 7.2 的 讨论 1)) 
vab) =v(a) vb), 
任 取 4,5EK*， 设 .4/bE R， 那 么 


vla+b)= v(b(1 + 五 )) = zol + 到 )<2( 
<max{s(a) ,0(b)}. 


所 以 验证 了 强 三 角 不 等 式 2*)。 因 此 ，v 是 一 个 赋值 。 
以 上 由 赋值 环 及 定义 的 赋值 " ， 称 为 赋值 环 尺 的 典型 赋值 。 
定义 7.4 ”两 个 赋值 V4,vs， 如 果 它 们 的 赋值 环 相等 ， 那 么 ， 

我 们 称 证 ,oa 是 等 价 的 ， 

给 定 了 KE 的 一 个 赋值 环 RR 以后， 我们 可 以 定义 一 个 映射 


o: K->(R/m)U{%} 


如 下 : | 
0; R->R/m 是 典型 映射 ， 
o(4a) = co， 如 果 oE A。 
这 个 o 就 是 通常 所 说 的 “位 ”。 
定义 7.5 ” 域 天 的 一 个 位 是 指 一 个 映射 o: K-*LUfco}j， 此 
处 上 是 域 ，o 适合 下 列 条 件 : 
1) ca-!(Z) 是 天 的 子 环 ，5: 0m1(L) 下 上 是 环 映 射 
2) 如 果 aEc-(co)， 那 么 09047!) =0。 
讨论 ”从 上 面 的 定义 不 难看 出 ， 在 LU{%} 中 
Itco=l, co=c， lI€EL*=I\{0}, 


=(0， 


Co， co = co) 二 =oo 
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co co，0，co， 个 , 闪 无 定义 。 

例 4 设 K=C(x),L=C,R=C[x](rw,v(f) =ordtz-ofCx)， 
o(]) =fCa)。o(7) 即 是 /xz) 在 “位 ?> x=4a 的 值 ， .如 果 a(C1) = 
Ja) = co， 那 么 ，f(x) 在 位 & 有 一 个 极点 。1 

. 上 面 我 们 已 经 说 明了 ， 给 了 一 个 赋值 环 R 以 后 ， 自 然 得 出 一 
个 位 o, 反之， 给 定 了 一 个 位 0， 全 RR=o7:(L), 根据 条 件 2)， 
aER(€>aE oi(00)) 300) =0EL—>a E01(L) 一 -> 
4-1E RR， 所 以 ， 我 们 自然 得 出 一 个 赋值 环 R。 

综 上 所 述 ， 这 三 个 概念 ， 赋 值 2 ， 赋 值 环 尺 ， 位 0， 是 自然 
对 应 的 。 因 此 ， 从 更 高 的 抽象 层次 来 看， 这 三 者 是 完全 一 样 的 ， 

定理 7.2 1) 说 20)<U 的 ， 那 么 (ar+b =104); 

2) 设 w(c;+… +as)=co， 即 ai++an=0,， 那么 , 盏 少 有 
两 个 041,43， 使 VCa1) = 2KCaj]) = min{v(an): 1=1,"" ,1}3 

3) 设 工 是 赋 秆 环 尽 的 有 限 生成 的 理想 ， 那 么 了 是 主 理 想 ， 

证 明 1) (8/a) =V() -v0)>0—>b/a EmCER, =—>1+ 
bjJaEm=—>v(1 +b/a) =v((a +b)/a) =0—>1(a +b) = v(0), 

2) 不 难 从 了 ) 导 则 。 假 如 VC40) 之 vaD (VL=2,3,… ,7)， 则 
有 

v(di +dz) =v(41)< VCas)， 
var+ds+4a) =Car +42) =D(oD<DCCOD 


vCal +ads+. +an) =V(41), 
3) 设 工 = (41,42)，2(01) 人 VvV(4p)。 财 么 v2《azf/41) 之 0， 吉 
az/aiERu， az= (0/a)aE (4), 
所 以 7 = 《ai)。 不 难 推广 到 工 是 有 限 生 成 的 理想 的 情形 。 | 
定理 7.5 1) 如 果 赋 值 环 尺 是 诺 德 环 ， 那 么 dim R<1。 此 
时 只 有 两 种 可 能 ;. dim R= 0 一 >R= 天 dim R=1 一 >R 是 正则 
诺 德 局 部 环 。 四 
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2) 尺 是 一 维 的 正则 诺 德 局 部 环 志 >R 是 整 环 ， 且 是 它 的 此 
域 天 的 赋值 环 ， 相 应 的 全 序 群 G~2， 

证 明 1) 因为 R 的 极 大 理想 m 是 有 限 生成 的 ， 应 用 上 定 
理 ，m = (4)。 根 据 定理 6.41， 立 得 

dim R<1, 

当 dim R=0 时 ， 因 为 RR 是 整 环 ， 所 以 (0) 是 尽 的 素 理想 ， 因而 是 
极 炎 理想。 假若 有 2E 天 ，bER, 那 么 LE (0). 这 是 不 可 能 的 。 
所 以 及 = 天 。 当 dim 尺 =1 时 ， 上 面 所 说 的 mm 的 生成 元 集 {a} 就 是 
的 正则 参数 系 ， 所 以 R 是 正则 局 部 环 。 

2) 二 >。 根据 定理 6.46 前 面 的 讨论 ， 我 们 知道 有 是 整 环 。 
倒 它 的 比 域 为 K， 极 大 理想 为 m= (a)。 任 取 bER，b 太 0， 设 

bem’', bEm!'+!, IEZ， i 
即 =a'c，cERN\m。 那 么 ， "是 可 递 元。 现 考 虑 任意 的 bh/b。E 
K(b,s 寺 0)。 兮 
b=alic,, bsra!2c,, oi,6s ER\m, 
那么 ， . : 
ll 一 > b/bs=al17 30 /0s& R, 
所 以 R 是 尺 的 赋值 环 ， 显 然 ， i 
vb)=1, 2(0) = co 

是 天 的 一 个 赋值 ， 且 R。= R。 共 相应 的 至 序 群 是 Z 

二 一 。 设 tiER， 使 得 v(t) =1€G=2Z。 任 取 4a€ R， 设 v(a) 
=l。 例 b=a/t， 即 a=bti， 则 vb)=0， 即 b 是 可 逆 元 。 所 以 

m= {a€ R: vy(a)>0} = {bitiER, Ll>1，b 可逆} = (i)。 
现 设 工 是 尺 的 理想 ， 不 难看 出 1= (4)， 此 处 a 满足 

v(a) =min{v(e): cET}, 

于 是 1=(t')。 立 得 (0) 及 m 是 尽 仅 有 的 素 理 想 。 故 ,dim R=1， 
{ 们 是 正则 参数 系 。 所 以 R 是 一 维 正 则 局 部 环 。 | 本 

定义 7.,6 ”如 果 一 个 赋值 的 全 序 群 C 一 Q， 那么 ， . 称 为 
(一 秩 ) 离散 赋值 环 ， 简 称 D,V.R.。 
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” 当 赋 值 2 的 赋值 环 怀 ,= 下 时 ， 不 难看 出 ，v 的 全 序 群 G= 
{0}。 此 时 ， 称 "是 一 个 平凡 赋值 。 

我 们 举 出 下 面 的 例子 ， 说 明 赋 值 的 至 序 群 可 以 是 任意 的 。 
例 5 设 G 是 任 给 的 加 法 交换 全 序 群 ，K 是 任 给 的 域 。 合 
S={ax91+ +anx9r: dEK,， 91EQG, nn 是 
非 负 整数 ，x" = 1}。 

定义 
CXe + bx =(a+b)x, ax21 "bxs2 =abx?1+92, 


则 5 自然 成 一 整 环 (为 什么 ? )。 命 是 S 的 比 域 ， 定 义 


ve) = minfgl: qt0), 
v (Ps) -5630sx -wzen， 
那么 ，v 是 的 一 个 赋值 ， 而 G 是 它 的 双 序 群 。1 
根据 定理 7.3， 一般 来 说 ， 一 个 冉 值 环 R 不 一 定 是 诺 德 环 。 
它 有 很 多 与 诺 德 环 不 一 样 的 性 质 。 请 看 下 面 的 定理 。 
定理 7.4 1) 设 R 是 赋值 环 ， 太 是 其 比 域 。 设 有 环 5，K 二 
SR， 那 么 , 8 是 一 个 赋值 环 。 设 mn 是 S 的 极 大 理想 ,p =n 由 RR， 
则 有 S=R,; | . 
2) 设 六 ,六 是 尺 的 两 个 理想 ， 那 么 , 必 有 了 C1 或 ICC1， 
”证 明 1). 任 取 ae 下，4 革 0， 那 么 必 有 a 或 ar1ERCS。 所 
以 ，8 是 一 个 赋值 环 。 今 是 8 的 极 大 理想 ，p =mnR，p 显然 
是 尺 的 一 个 案 理 想 、 我 们 要 证 明 S = R，。 
任 取 4a=c/bER,，c,bER，bEP。 闭 么 5ES，bEn。 所 以 
b 在 5S 中 是 可 逆 元 于 是 aE€5, .我 们 证 明了 R,CS。 
反之 ， 设 4€5S。 如 果 4ER， 则 4a ER,。 如 果 4 互 R， 闭 么 a-! 
ERCS， 于 是 a,ariES， 即 ea 是 S 的 可 着 元 ,所 以 a,4-1Ens> 
omEn 站 R=p 一 >4= 1/arER。 我 们 证 明了 SCR,。 于 是 S = 
R,。 ， . 1 
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2) 设 工科 1。。 任 取 4 七 NJ,，bE 1,。 因 为 (a/b)b=a， 所 以 
a/bER, Wb/aE R, b=(b/a)aEaRCcl, | 

定义 7,7 设 R 是 一 个 赋值 环 .。 根据 上 面 的 定理 ， R 的 素 其 
理想 Pi( 即 V1 夺 R,(0)) 对 于 “CC” 而 首 构 成 一 个 双 序 集 ， 它 的 
序数 称 为 RR 的 秩 ， 记 为 rank R， 显 然 ， 当 rank R 是 有 限 数 时 ， 

rank R= dim R., 

讨论 1) 在 代数 数论 中 ， 我 们 对 一 秩 的 赋值 有 兴 趣 。 在 代 
数 儿 何 学 中 ， 我 们 对 有 限 秩 的 赋值 有 兴趣 ， 特 别 是 一 秩 的 赋值 。 
详 见 后 面 。 

2) 我 们 也 可 以 用 一 个 赋值 v 的 双 序 群 G， 来 定义 ov 的 秩 。 
GG 的 一 个 子 群 HH， 如 适合 下 列 的 条 件 ， 则 称 为 G 的 一 个 颖 立 子 
群 。 (a) 任 取 hEH， 闭 么 ， 只 要 -h<g<h,， 则 gEH， (b) 
HH 是 G 的 鞭子 群 ( 即 且 寺 G)。 我们 可 以 证 明 ， (a) G 的 所 有 拔 
立 子 群 的 集合 ， 对 “二 ”而 冶 构 成 一 个 公 序 集 ; (b) 分 p 是 R, 的 
一 个 素 理 想 ， 那 么 

poG, = GP*) UJ uC Cp*) -+)) 

(这 里 Pp* =PN{0)) 是 从 Re 的 素 鞭 理想 的 集合 到 G 的 牙 立 子 群 的 
集合 的 单 满 映射 ， 而 且 保 持 序 关系 。 因 此 ， 两 者 的 序数 是 相同 
的 。 因 而 ， 我 们 双 有 下 面 的 定义 。 

定义 7.7 “的 和 铁定 义 为 C 的 孤立 子 群 的 序数 。， 

例 6” 设 {0} 夺 GCR ,我 们 称 这 样 的 峰值 为 实 赋 值 ， 此 时 ， 
G 的 唯一 的 孤立 子 群 是 {0}( 为 什 么 ? )，, 所 以 rank 忍 。=1。 我 们 
也 可 以 从 定义 7.7 直接 导出 rank《R,) =1， 合 R。 的 极 火 理想 是 
mu。 任 取 Ru 的 其 理想 7 六 (0)， 我 们 只 要 证 明 w 7 = ms 就 足够 
了 (因为 此 时 (0) 与 m。 是 Ru。 的 仅 有 的 素 理 想 ， 所 以 ，1 = dim R， 
= rank Ru)。 今 0 起 4aE€1， 任 取 bEm。，b 态 0。 那么 ， 对 足够 大 
的 n， 我 们 有 

vb") =nv(b) >v(a), : 

即 6*?/a€ER,，b"=(b"/a)aE1， 即 有 wT 了 =m。。 反 过 来 说 ， 只 
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要 各 的 唯一 的 孤立 子 群 是 {0y， 那 么 ， 经 过 一 些 初 稳 数 论 的 、 类 
似 于 Dedekind 分 制 的 步骤 ， 我 们 可 以 把 CG 仁 大 尺 。 综 上 所 述 ， 
我 们 知道 实 赋值 即 是 一 秩 赋 值 。 

例 7 设 v 是 域 K 的 一 个 一 秩 峰值， 也 即 是 一 个 实 赋 值 。 那 
么 ， 我 们 可 以 定义 一 个 绝对 值 “| 上。” 如下， 设 aEK， 则 

al =2- , 10), =2™*=0, 

这 也 就 是 把 加 法 交换 公 序 群 G 变 成 了 一 个 乘法 交换 全 序 群 G*CC 
RR.(R, 表示 至 体 正 实数 构成 的 乘法 群 )。 这 个 绝对 值 适合 (参见 
定义 7.2 的 讨论 1)); 

1*) Jabl, =|el,1b|,; 

2*) latbl,<max{|al,, 1b, |}。 
此 时 ， 城 天 称 为 一 个 峰值 域 ， 对 于 这 样 的 域 K ， 我 们 可 以 引入 解 
析 画 数论 及 解析 玉 何 学 。 先 定义 1 元 解析 丙 数 环 ， 或 nn 元 收 率 本 
数 环 K{ 和 xi,…: ,Xn}} 如 下 《参见 见 第 六 章 8 2 ); 


Ke = 如 ixixi": 存在 4 及 BER， 使 
fas loSAB 


显然 {x ,Xn}} KE[x3,… ,Xn] 书 . 经 过 它 的 谱 集 SpecK{ {xi， 
“Xn}}《 见 第 大 章 )， 我 们 可 以 建立 相应 的 解析 几何 学 ， 
定义 7.8 -1)》 设 R。 是 ! 的 赋值 环 、 如 果 Rs 一 K， 此 处 大 是 
一 个 域 。 那 么 也 称 为 kK 赋值;、 

2) 设 v 是 赋值 那么， 它 对 万 的 剩余 维 数 res-~dimky 定 
义 为 res-dimky =tr deg《CR,/ms)/K)。 如 果 res-dimk2 =0， 则 
称 v 是 剩余 代数 性 的 , 如果 Ruyms = 大 , 则 称 " 是 剩余 有 理性 的 。 

引 理 1) 设 天 是 大 在 天 里 的 代数 闭 包 ， 那 么 ， 任何 一 个 天 
赋值 "， 必 定 是 不 赋值 

2) 设 天 赋值 ! 不 是 平凡 的 ，tr degCK/K) =2<co， 那 么 
res-dimk0O<m 一 ]。 


证 明 1) 任 取 0 计 aE8， 适 合 下 而 的 方程 式 
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al + bal-l+. +b,=0, bek., 
应 用 定理 7.2， 必 有 0 委 j<i 委 !， 使 
v(bia! 1 =v(bya'™’), 
故 va i) =v(b) -vb) =0-0=0, 
所 以 ea) =0，a ER,。 

2) 由 于 "不 是 平凡 的 ， 所 以 ms 到 (0)。 任 取 xEmeN{0}。 
根据 1)， 即 知 x 全 有 (因为 8{0} 的 元 素 都 是 可 逆 元 )。 所 以 x 对 
无 是 超越 的 。 而 在 典型 映射 0: RuoRo/mse 之 下 ，0《x) =0， 所 
以 

res-dimky<<2 -ti，1| | 

下 面 的 定理 给 出 了 rank 2 = rank 有 Ru) 与 res-dim 2 之 问 的 关 
系 。 

定理 7.5 设 ” 是 不 赋值 ， 天 对 于 的 超越 次 数 

tr deg(K/k) = nn <oo。 
那么 . rank V +res-dim vn, 

证 明 设 攻守 Ls 是 KK 的 两 个 赋值 环 ，mi,ms 是 它 们 的 极 
大 理想 。 又 设 p= mi 由 Za。 根 据 定理 7.4，， 

L, = (CL.,) #9 m, = PCL;) ?》 
所 以 Paymi = (La) /PCL2), EOL/pLs. 人 R=TL/m ,LT, = Lo/pL,, 
不 难看 出 及 汪 K，LIs 是 羽 的 下 赋值 环 ， 它 的 极 大 理想 m2/P 六 (0) 
(否则 Za = (Za)， =L, 矛盾 )， 所 以 不 是 平凡 的 。 显 然 

res-dim L, =res-dim ZL,。, tr segCK/) =res-din Li., 

根据 上 面 的 引 理 ， 我 们 得 出 | 
res-dim 了 <<res-dim L,., 

回 到 本 定理 ， 设 rankz = dim R,=7， 则 存在 R, 的 来 理想 

链 

(0) 千 Pi 持 … 生 Pr = Wu。 
合 L1= CR。),,， 则 z 
LL 对 守 Lr = R,。 
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故 
n=trdeg(KyKl) Sres-dim > >res-dim L, = res-dim R,. 
立 得 n>7r+res-dim R, =res-dim v 二 Tank vy, 
《我 们 常 把 v 与 Re 等 同 起 来 ， 就 像 在 上 面 证 明 中 把 rank Ru 记 
为 rankv， 把 res-dimv 记 为 res-dim R, 一 样 .) 1 
例 8 参见 例 3 的 4)。 设 天 =CGz, 力 ，G=Z+Qw2， 
vf x,y)) =ordijGttv。 
那么 ，， tr deg(K/C) =2，res-dimy=0，rank v=1。 所 以 
tr degCK/C) >res-dim sy + rank v, 


习 题 
1。 写 出 Q 的 所 有 赋值 。 
2。 设 关 是 域 ， 找 出 天 (x) 的 所 有 赋值 ， 使 YaE 天 ，2(C2) 


3。 设 尺 是 唯一 分 解 整 环 ， 2? ,是 素 元 ,证 明 Rp) 是 赋值 环 。 
4。 设 vp 过 示 Q 内 的 p-adic 赋值 ， 在 域 大 = Q(w 5 ) 内 ， 
对 5K 土 2 型 案 数 p 及 4 = 4a+bw 5 到 (4a,bEQ)， 定 义 


wa) = vpCa? ~ 8b’), 


证 明 v 是 上 内 的 一 个 赋值 。 
5。 试 找 出 一 个 整 环 RR 及 共 中 一 个 分 母系 品 ， 使 Ro 不 是 民 
的 比 域 K 的 赋值 环 。 
6。 全 KK=C(xi, ,Xn), 又 设 01,…,0sER， 在 Q 上 线性 
无 关 。 作 变换 xiPt?t， 对 CX, ,Xs)ECLx1,…,xn]， 有 
fx ,Xn sft ,ob ) 


命 vf) =ord f(t"1, ,t's), 对 f,9ECIX, Xn] 爹 
v (5) =v(f) ~v(9), 
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证 明 ， 是 天 的 -个 赋值 ， 荐 求 rank pw。 

7。 全 下 = C(x, ,Xn)， 对 jx ,Zn7EGExi xn]， 
定义 

Of = fx yz) 中 最 低 次 项 的 次 数 。 

又 分 Vf/9) =5v(f) -529)， 证 骨 是 天 的 一 个 赋 依 ， 试 求 ranky 
及 v 的 赋值 环 。 . 

8， 设 R 是 一 个 局 部 主 理 想 整 环 ， 证 明 尺 是 它 的 比 域 扩 的 一 
个 赋值 环 ， 且 对 应 的 赋值 是 离散 赋值 。 罗 


9。 设 " 是 域 天 的 赋值， 任 取 f(x) = DYaix"-'E KLx], 定 
j= 人 0 


义 
vf) = min(v(en))}, 
又 会 vf/9) =v(f)-v《g)、 问 2 是 否 为 域 下 (x) 的 赋 镇 ? 
10。 续 上 是 。 设 v 是 突 赋值。 我 们 定义 
wf) = min (00) fi} 
灵 合 Vf19) =a(1) -2(9)， 问 "是 否 为 KG2) 的 赋值 ? 
11。 证 明 赋值 是 一 秩 的 所 > "的 全 序 群 C 有 阿 基 米 得 性 
质 , 即 任 给 4,5EC，24>>0， 那 么 存在 ?2 ， 使 ?>b 
12， 设 Fx, DEC[x, 拟 不 可 约 。 又 设 (a1,42)EC?， 使 


得 
f (ai ,42) = 0， 
of 0 - 、 
但 藉 , 苑 在 点 《al ,049) 不 全 为 0， 含 | 2 


R= CCz, OACGG DO7=C[z 的 ， 
又 设 赂 = (3 一 44,3 一 42) 为 R 的 一 个 极 大 理想 ， 证 明 Re。 是 中 的 
比 域 的 一 个 赋值 环 ， 且 对 应 的 赋值 是 离散 赋值 。 
13。 设 R 是 整 环 但 不 是 域 ， 证 明 下 列 命 题 等 价 ， 
(1) RR 是 局 部 诺 德 环 ， 共 极 大 理想 是 主 理 想 


104 


(2) 存在 一 个 素 元 上 ER， 使 尺 内 每 个 非 雳 元 素 并 可 以 瞧 一 
地 表示 咸 x=ut"， 其 中 4 为 可 北 元 而 是 非 负 整数 ， 


8 2 赋值 的 存在 及 扩充 


设 已 给 一 域 K，" 是 它 的 一 个 赋值 ， 赋 值 环 为 Ru， 极 大 理想 
为 ms。 又 误 $ 是 K 的 一 个 子 环 。 当 Ru 一 S 时 ， 我 们 称 z 在 9 上 是 
有 限 的 ， 例如 ,天 = CCx)，S = C[z]。 低 何 一 个 

Ruo=Crxjco (CEeG) 
在 $ 都 是 有 限 的 ， 另 有 一 个 
:R, 三 CfEx™!] tr 1) 


在 3 上 是 无 限 的 。 当 R 二 SS 时 ,msniS=p 是 8 的 数理 想 ， 称 为 
在 3 上 的 中 心 。 例 如 ， 在 上 面 的 例子 中 ，C[x] (zo) 的 中心 即 是 
G-2)， 相 应 于 几何 上 的 点 x=a， 而 CCx-],z-: 相应 于 无 穷 远 
点 Y= co。 它 在 C[*] 上 是 无 限 的 ， 也 没有 中 心 。 

如 果 是 一 个 局 部 环 ，m 是 它 的 极 大 理想 ， 那 么 是 否 存 在 一 
个 赋值 环 Ru， 使 在 S 上 是 有 限 的 ， 而 且 " 在 8 的 中 心 即 是 m 呢 ? 
我 们 将 证 明确 实 存在 这 样 一 个 内 

引 理 设 S 是 域 K 的 子 环 , 了 是 & 的 趴 理想 。 任 取 0 二 eaE 开 ， 
那么 ，1S[o] 是 S[a] 的 鞭 理 想 ,或 者 TSFa- 避 是 SFe-5] 的 其 理想 。 

-证明 假 汕 155aj=5[a]， 且 1STa~1] = SLa~!]， 我 们 要 导 
出 一 个 了 矛盾。 我们 有 下 面 二 式 
(DD) l= Dia’, bi€l, 


f=0 
i - 

(2) l= Dc, cjeEl, 
ji-0 < 


今 呈 ,为 满足 (1),(2) 二 式 的 最 小 的 正 整数 ， 不 妨 又 设 n 实 !。 由 
(2) 式 又 得 
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1 
(3) (1-co0a" = Dosar-i, 
Li 
将 (1) 式 乘 以 (1 ~ c0) 后 ， 以 (3) 式 代入 其 右 端 最 高 次 项 ， 有 
1-co=(1 - 心 写 biat +b :De 


将 此 式 左 册 的 c。 移 至 有 纲 基 整理 ， 则 得 到 个 条 数 均 在 1 中 但 六 
数 小 于 ?的 a 的 多 项 式 ， 这 与 的 选取 相 矛 盾 。 | 

定理 7.6( 存 在 定理 ) 1) 设 S 是 域 K 的 子 环 ，! 是 S 的 理 
想 ，I 夺 S。 那 么 ， 存 在 的 一 个 赋值 wm 使 .| 

R,OS, m,f}SDl 

2) 更 进一步 ， 设 5 是 局 部 环 ，m 是 它 的 极 大 理想 。 那 么 ， 存 
在 天 的 一 个 赋值 v， 使 RS，m， ns = m, 即 "在 $ 的 中 心 是 m。 

证 明 1) 应 用 Zorn 引 理 。 今 

FF ={R: RR 是 并 的 子 环 ， 尺 二 0， IRXR}, 

显然 SE .9 ， 所 以 多 计 录 f。 包 含 关 系 “ 志 ”给 出 7 的 一 个 中 序 。 
设 {Ro.} 是 .9 的 一 个 链 《〈 即 全 序 子 集 )。 今 R* = 了 UR。 我 们 要 说 
明 RxE gr。 假 设 1R* = R+， 那 约 有 


了 » 
1= Dyaibi, aiE1， DERr=UR。。 
. 1 。 


于 是 ， 存 在 一 个 wy 使 请 ER.(Vi=1,…,1。 立 得 TR。= Ruo， 与 
R。E 和 相 违 。 所 以 TR* 二 Rr*， 即 RrE .和 。 因 此， 天 适合 Zorn 引 
理 的 条 件 。 

今 尽 是 :的 一 个 极 大 元 。 我 们 要 证 明 尺 是 一 个 赋值 环 。 任 取 
0 失 aE 天 ,应 用 上 面 的 引 理 ，TR[a] 半 Ra] 或 IR[a-!] 夺 REa-!], 
因此 ，R[ae]e .9 或 R[a-IE 899。 但 已 经 知道 R 是 9 的 极 大 元 ， 立 
得 R[a] = R 或 RL[a 1!] = 及 ， 即 ER 或 ER。 

2) 由 于 1Emy, 所 以 mm 站 5S 三 S。 于 是 必 有 mm, 门 S=m。|] 

采 1] 设 S 是 一 个 整 环 ,但 不 是 域 ,又 设 域 K 汪 S， 那 么 存 
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在 天 的 一 个 非 平 凡 的 赋值 /， 使 得 v 在 S 上 是 有 限 的 ， 即 Ru 二 8 
证 明 取 $S 的 一 个 非 雾 素 理想 pb。 在 上 定理 的 1) 中 令 7T=? 即 
可 。 | : L 、 
采 2 一 个 域 KK 只 有 平凡 赋值 寺 >K 是 素 域 Z/p2Z 的 代数 扩 
域 。 

证 明 ”一 会 ; 假若 到 的 特征 是 0 ， 则 天 二 和 。 应 用 有 系 1， 合 
S=; 则 导致 天 有 一 个 斐 平凡 的 赋值 ， 与 已 知 条 位 相 违 。 所 以 
的 特征 p 志 0。 又 假 设 KK 不 是 Z/pZ 的 代数 扩 域 , 则 存在 对 Z/pZ 
超越 的 元 素 XEK。 于 是 了 汪 《Z/pZ)[xj。 又 应 用 条 1， 倒 S= 
(2ZV/pZDIEz]， 又 得 出 天 的 一 个 非 平凡 赋值 

< 所 一 。 今 只 。 是 天 的 一 赋值 环 , 则 Ro31， 所 以 RoDZV/pZ。 
于 是 是 Z/pZ 赋值 。 根 据 定理 7.5 前 面 的 引 理 中 的 1)， 立 得 本 
条 ,|] 0 
定理 7.7( 扩 充 定理 ) 设 工 是 五 的 扩 域 。 那 么 ， 任 给 天 的 赋 
值 环 Ro， 都 存在 工 的 一 个 赋值 环 Ru， 使 

Ru 站 RE=R mvf\K=m,, 
这 里 mw 和 Mp 分 别 是 Rw 和 R。 的 极 大 理想 。 
证 明 ”用 主 面 的 定理 ， 存 在 上 的 峰值 环 R,,， 使 
ROR,, moDmoe 
任 取 oEKNR。， 则 cotE moCmw， 所 以 47! 在 Ruo 中 不 是 可 逆 元 。 
因此 aERoi aeaERo 有 下。 这 就 证 明了 Ru =Ro。 于 是 也 有 
mw 人 天 =mo。 | 

采 . 设 站 是 的 扩 域 。 那 2 "下 只 有 下 见 的 Kk 赋值 < 扩 > 天 是 
的 代数 扩 域 。- 

证 明 ”一 >。 任 取 aE 上 。 如 果 4 对 [是 超越 的 ， 那 么 ，K(a) 
有 一 个 非 平 凡 的 上 赋值 环 K[a] ca) 。 根 据 上 面 的 定理 , 它 可 以 扩充 
成 天 同人 证 几 的 K 赋值。 

。 应 用 定理 7.5 前 面 的 引 理 。 | 
十 7 中 所 说 的 Rw 称 为 R, 的 一 个 扩充 ，R。 称 为 Ru 在 天 上 
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的 限制 。 

例 9 设 K=CCx,y)，S=CLx,y] (zyy)。 则 今 是 一 个 局 部 
环 ， 我 们 考虑 在 S 上 是 有 限 的 ， 而 且 在 5S 的 中 心 是 (x,y)5 的 C 赋 
值 v。 

根据 定理 7.5， 

rank v +res-dim <<2=tr deg(K/C), 
所 以 rank y=1 或 2 。 当 rank y=1 时 ,是 一 个 实 赋值 (参见 例 6)， 
res-dim v=0 或 1。 
,按照 其 和 序 群 G 的 性 质 又 可 分 成 三 类 ; 1) GZ; 2) G9%2Z， 
G=GrCQi 3) G 二 2 +Zr， 此 处 7 是 一 个 无 理 数 。 我 们 分 别 举 
一 些 例子 如 下 。 
1) rankv=1， res-dimy =1，C=:Z。 兮 

Ru = C(x/WDLYj oy). 
不 难看 出 ， RS，mu =yRs x，mv 门 S = (x,y)S，R。 是 一 维 
诺 德 正则 局 部 环 ， 也 即 是 赋值 环 ， 又 易 见 Ruy mu 一 CCx/2)， 故 

res-dim vy = 1。 

又 ， 如 果 我 们 用 * 一 y" 代替 x， 就 得 出 许多 不 同 的 例子 了 ， 

2) rank v=1，res-dim y = 0，C=Q。 定 义 映 射 c: C(x,y) 
-一 C((D)，a(xz) =t，Q(y) =te:， 这 里 e 是 对 数 画 数 的 底 。 因 为 - 
ef: 是 超越 丽 数 ， 所 以 与 te' 是 代数 无 关 的， 因此 4 是 一 个 媒人 
映射 。 已 知 Cf[ 盒 ] 是 一 个 一 维 诺 德 正则 局 部 环 ，C《(t)) 是 它 的 
比 域 ， 所 以 C[[ 幻 ] 是 CC(C2)) 的 一 个 赋值 环 ， 不 难 检验 ， 

CI[t]1DaS), tCrCtII NelS) =a((x,y)5), 
分 Rs =a-1(C[[ 吉 站 eC(C (x,y)))， 基 得 Rs 是 Cx, 四 的 赋值 环 。 
易 见 
CCLx ,yw /CX,DCLY, yi CRo/mv 
SCLLII/CLLI = C， | 
所 以 R,/my=C， res-dimv =0, 因为 CI] 的 和 是, 下 
难看 出 ，v 的 全 序 群 也 是 Q 
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3) rank v=1，res-dimv=0，GX%2Z，G 二 G+*CQ。 类 位 于 
27 的 构造 方法 ， 今 


Ct) -{ 立 aitn 4: {ne} 是 Q 的 离散 子 集 }. 


《所 谓 离 散 子 集 助 无 极限 点 的 子 集 ，) 读 者 自行 证 明 C& 纺 是 一 个 
域 、 任 意 取 定 一 个 


h(t E C&D, h(t) = Dyastns, 


其 中 全 >>0， 诸 94 的 公分 母 没有 上 限 。 我 们 定义 ， 对 于 f(x,y)E 
Cr,y), 

vf x,y)) =ordef Ct,h(t)), 
读者 自行 证 明 ， 这 就 是 我 们 所 要 的 赋值 。 

4)》 zankz=1，res-dim=0，C=Z+Zr rr 是 无 理 数 
定义 映射 6: CCz, 芒 -CC )，BCe) =t，B(y) =t'， 定 义 赋 什 
如 下 。 | 

vCf (x,y)) = ord (h(x, )). 

5) rank v=2(res-dimv 自然 是 0) 。 取 G = 四 Z， 用 宇 母 
至 序 。 定 义 v(x) =(1,0),，vCy)=(0,1)。 | 

从 上 面 这 个 例子 ， 我 们 看 到 C(x, 纪 有 无 穷 无 尽 的 赋值 。 

是 因为 dim S = 2 之 1 的 关系 。 我 们 再 举 一 些 比较 简单 的 例子 。 

例 10 1) 讨论 在 Z 上 有 限 的 赋值 ， 设 Q 的 赋值 v 在 Z 上 是 有 
限 的 。 倒 R。 是 它 的 赋 秆 环 ，m。 是 R。 的 极 大 理想 ， 又 含 (p) = ms 
们 ZZ。 如 时 Cp) = (0)， 那 么 ，Z* =Z\{0} 是 Rs 的 可 洲 元 集 ， 故 
R。 = Q， 即 "是 平凡 赋值 。 否 则 ，p 是 一 个 素数 ，ZN(Cp) 是 有 Ru 
的 可 省 元 集 。 因 此 尺 , 汪 (bp)， 由 定理 7,4， 即 有 

= (Zp)) (p) = Zp) 


于 是 我 们 得 出 了 所 有 在 2 上 有 限 的 赋值 。 
2) 设 S=K[x]，K=k《x)， 此 处 上 是 城 、 设 K 的 赋值 ?在 
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SS 上 是 有 限 的 ，R。 是 它 的 赋值 环 ，m 是 Re。 的 极 大 理想 。 今 
(f(x)) =m, NS. . 
与 上 面 一 样 ， 我 们 得 出 f(x》 = 0 或 (Xx) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 ， 
Ry= 上 或 R,=K[x] (f (x))。 
设 基 的 赋值 在 S 上 不 是 有 限 的 ， 那 么 xER, (否则 ，R。 导 k， 
x€E R,—>R, OK[x] = 5), 
x-t€E mo CR,, RkLx-!], 
mu 人 KEz =X, R,=KEx] (wi), 
从 几何 学 上 来 看 , 合 K=C， 那么 f(x) =x-a，(aEC)。 于 是 
{CCx) 的 所 有 非 琅 几 的 C 赋 值 }<->CU {co} = 黎 曼 球面 。| 
赋值 的 用 途 之 一 是 下 面 的 定理 。 
定理 7.8 1) 赋值 环 R。 是 整数 封闭 的 ， 
2) 任 给 域 K 的 一 个 子 环 S， 那 么 ，S 在 KK 内 的 整数 亲 包 六 
是 在 S 上 有 限 的 所 有 赋值 环 的 交集 ， 
3) 更 进一步 ， 设 ?是 $ 的 一 个 素 理 想 ，. 多 是 在 S 上 的 中 心 为 
?的 所 有 赋值 环 的 集合 
S, 的 整数 闲 包 及， = 站 Re 


证 明 1) 对 是 贞 歼 相关 的 ， 即 x 适 合 


XP+aXTl+ n=0, ‘aER,. 
如果 * 世 RR。， 那么 x™1E R,， J 得 到 矛 拥 的 结 时， 
X= -4 一 ax 一 一 GanD ER。 


2) 由 ,3 全 于 所 有 在 上 是 有 限 的 间 值 环 里 。 有 反 过 来 
说 ， 设 * 不 是 对 8 整数 相关 的 ， 合 y=x-!，5’ =S[y]。 我 们 要 
先 说 明 y 不 是 8 的 可 复元 ， 才 记 可 交游 和， 有 

xX=g1=bg thy" lt tb, bes, 
两 边 乘 以 x"， 得 l 
%m+l 一 bnxX” 一 see 一 bix— bo =.0， 


即 x 对 为 整数 相关 的 ， 这 与 对 zx 的 假设 相 违 。 所 以 y 不 是 8S/ 
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的 可 递 元 ， 改 98/ 半 S'/。 根 据 定理 7.6， 存 在 一 个 赋值 环 Ru， 使 
有 DSS DSS，yEmu， 这 里 mv 是 No 的 极 大 理想 ， 所 以 y 在 R。 中 
不 是 可 道 元 ， 即 “=3r ER 
3) 应 用 2)， 只 要 证 明 “RuoDS==> 存 在 Ross， 使 Ru 了 
Ru。” 就 足够 了 ，- 这 里 Ri 是 天 的 赋值 环 。 
设 muns =q 琢 pb。 在 与 九 相 伴 的 位 5 的 作用 下 ， 也 就 是 在 典 
型 映射 0: R /me KK 指 作用 下 ， 记 
Si=0(S,), pi=aGhy)， 
则 Pi 是 31 的 极 大 理想 。 于 是 ， 存在 K, 的 一 个 赋值 u， 使 
ROI, me 站 ol= 
令 Ru = or!CR)， 显 然 有 Ru 二 RuDS。 我 们 要 说 明 人。 是 一 个 峰 
值 环 及 me 门 S =p。 任 取 4ERu。 如 果 4ERu， 则 
aER, Po ER Po) ER 一 > ER,. 
如 果 aERu， 则 ca:E mw， 于 是 
o(a-D =0ERu 一 >a-IERu， 
所 以 R 是 赋值 环 。 我 们 又 有 
mo 站 S =h<e>mofs, =phcs<>menos=b，| 


深 如 果 $ 是 整数 封闭 的 ， 那 么 9， = 全 R,. 1 
Ry 


习 题 
1。 在 @ 内 找 一 个 赋值 2” ， 使 满足 下 列 两 条 件 中 某 一 条 
(1) R, OZ, m,NZD62, 
(2) HS=Z nm, RooS, mfNS=75. 
2、 在 Q(i) 内 找 一 个 赋值 vv， 使 

R,OZ[i, m,fZ[i = (2 +i)Z[], 
3， 在 Q 内 给 定 赋值 环 S = 4。 试 在 QCi) 肉 找 出 赋值 纪 ， 
使 
RyNQ=S 和 mo 站 Q = 
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4. 设 为 域 ， 在 k(x,y) 内 考虑 子 环 [x,y] 对 素 理 想 (x) 的 
局 部 化 环 S =K[x, 妇 kz 。 试 求 K(x,g) 的 一 个 赋值 " ， 使 得 Ru 二 
$, Hm, flS = (x)S。 

5。 设 R 是 域 K 的 子 环 但 不 是 域 ， 而 且 不 存在 上 的 非 域 子 环 
鞭 包 含 R( 即 RR 具有 极 大 性 )， 证 明 R 是 的 一 个 赋值 环 。 

6。 设 R 是 城 上 的 子 环 ，p 是 尺 的 一 个 鞭 素 理想 。 证 明 存 在 
的 一 个 赋值 环 R,， 使 Ro 太 R 有 Emo 站 R=p。 : 

7。 利 几 上 一 题 证 明 ， 设 R 是 整 环 ，S 是 尺 的 子 环 ，R 对 5 
整数 相关 ， 那 么 对 $ 内 任 一 素 理 想 p， 存 在 R 内 素 理 想 9， 使 

9 站 s =h。 
8 试 求 一 些 环 > ， 它 整数 封闭 ， 但 不 是 它 的 比 域 的 赋值 


9 访 p 为 素数 ，Z tp) 为 了 对 (p) 的 局 部 化 拟 ， 证 明 
门 Zn =Z. 
对 一 切 p 


10。 参考 例 9 的 3)， 证 明 C& 纺 是 一 个 域 ， 
11. 命 1 
kL] = | ew': me @， 世 有 ai 二 0 构成 0 的 良 序 子 集 | 。 
证 明 K[L<t>j 是 一 个 域 。 
12, 设 R 是 丈 S 的 子 环 ， Xi XnES, 注 足 下 列 方 程 ， 
xX! + fix1,* ,Xn) =0, 


其 中 万 (加 ,ga ER[y1,… ,ynj，deg fi《y1,… ,yn) 达 ni。 证明 

2 ,Xn 对 RR 都 是 整数 相关 的 。 . 
13, 任 取 m/nEQ， (m,n)=1，n 夺 土 J。 用 定理 7.8 证 明 
m/n 不 是 对 整数 相关 的 ， 

. wy 
x 


14， 判 电 */y 是 耕 对 C[ 二, 沁 ] 玫 数 相关 ， 
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83 实 寻 什 


谈 " 是 域 帮 的 一 个 非 平 见 的 实 赋值 ， 这 就 是 说 ， 它 的 全 序 群 
CG, 二 R，G, 夺 {0}。 也 和 狠 于 说 ，rankv = 1。 读者 请 参见 例 6 及 例 
。 此 时 域 称 为 一 个 - ` 舍 域 。 我 们 用 ， 定义 一 个 绝对 值 


a |» 2» , 、 i 
[ojo er, 
， ， e>1; 
“101, =e =0。 
此 处 ，。 不 一 定 是 自然 对 数 的 底 ， 那么 ， 它 适合 
1*) labl, = [al,ltl,s 
2%) latbl,<max{lal,, 10),}, 
而 赋值 处 Ru = {a: |al,s1}， Re 的 极 大 理想 me = {a: |alv<1}， 
应 用 1*) 及 2+)， 我 们 在 乓 里 定义 一 个 距离 4 如 下 : 
du,Ca,b) =|a- bis, 
不 难看 出 ，d。 适 合 距离 的 三 个 条 件 : 
1) dCa, )>0, Hd,(a,b) = 0<>4 = b, 
2) dula,b) = dob,4); 
5) dy(a, Od (Ca,b) +d,(b ,co), 
《事实 上 ， 可 以 用 强 三 角 不 等 式 代 替 3)。) 因此 ， 对 d。 而 早 ， 
KK 是 一 个 度量 实 间 。 于 是 ， 我 们 可 以 通过 柯 西 序列 {41} 得 到 无 的 
完备 化 集 六 。 请 注意 ， 嵌 入 映射 0: 天 一 净 , 即 是 o(a) = {4,4,…， 


.…} = {4}。 如 通常 一 样 ， 症 = 六 ， 即 并 是 一 个 完备 化 集 。 请 参 
网 和 章 8.6 及 第 六 章 $ 8， 
定理 7.9 1) 此 是 一 个 域 ， 任 给 K 的 柯 丁 序列 (a1}， 定 义 


i : sC{01)) = lim vat), 
刘 vC{ai}) 是 下 的 一 个 赋值 ， 仍 然 用 v 表示 之 ， 
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2) R, /mR,/m,, Co = 6G,= {v(t{ar}): {aoa} ER} 
证 明 1) 不 难看 出 及 是 一 个 环 。 我 们 仅 证 不 的 每 一 个 非 涡 
元 素 {4i} 都 是 可 道 元 。 任 旨 人 0<eE R, 都 存在 一 个 正 整数 NCs) ,使 
. nl>N(e) 一 之 [< 
于 是 显 见 存在 正 整 数 上 ,使 ”. 国 
i i>L 一 > al,>r>0; 
合 bi=1CY1<i<L), A 则 
{Qi} (01} = {Qo ,G01 ,1 ,~ {1}, 
现在 我 们 只 要 二 明 (0 是 和 到 罚 估 多- 当 n,l>max{N(s), 
LL} 时， 有 


lba -bl Le 


故 世 是 柯 西 序列 ， 
显然 ，v({41}) = lim vat) 是 芭 的 一 个 赋值 。 


2) 我 们 先 证 G。 -0 因为 
vyC{a)) = lim va) =v(0), , 

所 以 G,CG。。 反 之 ,假设 有 1E Go\Gs， 那 么 1=vC{44}) 必 然 是 
G, 的 一 个 极限 点 我们 可 以 选取 {a4} 的 一 个 子 序列 {b1}， 使 0Cb1) 
央 不 相同 。 于 是 当 i,j 充分 大 时 (无 妨 设 vCb) <vCb)1+1)， 有 
(参见 定理 7,2) 

- VD 一) = min{v(bi), bY =00b) <LE1, i 
即 d6(b1,b 让 >e~!!>>0。 所 以 {51) 没有 极限 (实际 上 证 明了 一 个 
较 强 的 事实 ， 如 果 lim|ai|。 夺 0， 比 处 {or} 是 一 个 柯 本 序列 ， 那么 ， 
v(Q1) 当 i 充分 大 后 必 取 一 定 值 )。 和 

我 们 现在 证 明 Rs /mo /ms, 不 难看 出 ， 由 嵌入 映射 
“0: K-»K 0 

诱导 出 Ru/m。 到 廊 ,/m。 的 一 个 环 上映 射 。 由 于 二 者 是 域 ， 所 以 仅 须 
说 明 这 个 环 喘 射 是 满 射 , 设 有 柯 西 序列 {a1NE 衣 sA\mso， 则 uC{as}》 
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< 0。 由 于 {41} 是 柯 西 序 询 ， 扬 以 必 存 在 正 整 数 ! ， 使 
va-an)>0, Vi,i2l, 
下 了 的 最 后 所 作 的 说 明 ， 不 妨 假 定 
y(a) =0, ViZi, 
于 是 aiER,, 而且 vai-aD)>0CYizD 一 >v((a]- {ar})>>0 


一 >{ai) - {dy} EE 为 。, 即 {21} 在。/ 负 中 的 象 与 (41) 的 象 相同 ， 也 
即 前 大 所 说 环 映射 是 满 甘 。 | 
” 例 11 设 率 是 如 上 记述 的 完备 域 ， 考 虑 
R(x) = 可 faxtiwexin: 存在 A,LER， 合 
[fii lo AL 中 


CRE , ,Xnl], 
我 们 可 以 定义 (Xi, ,Xn) 忆 证 {{xX1…* ,Xn}} 的 收 伊人 和 径 如 下 : 
设 
jz ,Xn) = by 
那么 ， 它 的 收 然 什 径 是 
r=sup{Z 2: 存在 4ER， 使 [aalos4Z0 
显然 ，r>0. 我 们 要 说 月 ， 只 要 |as|。<rCVi=1,…;,f)， 那 么 
f (aaa)E 玉 。 这 就 是 说 ,在 原点 (0,…,0) 附 近 可 以 计算 
fa ,0n), 设 a=max fail， 则 <a<r。 故 存在 4,2， 使 
5< <r 且 josS4D 全 feata) 的 部 分 和 为 


fi ix) = OD fivinXiier! 


++in < 
那么 ， 按 照 强 三 角 不 等 式 ， 有 
Jf lar :10n) 一 (Ca ,Qan) os<ACcL) 
-所 以 ja oo) =lim 让 (or san ERK, 
这 与 初等 分 析 学 的 方法 是 一 致 大 二 的 ， 


我 们 考虑 三 个 代数 实体 | 
R[x,,-: 人 ,Xn] TR{ {x Xn) ERILx,,: 机 ,xn]]。 
在 讲 集 的 意义 下 ， 三 者 都 建立 了 几何 学 ， 即 代数 几何 学 、 解 析 
儿 何 学 及 形式 几何 学 。 在 解 方程 式 的 意义 下 ， 丰 [x1,…,xn] 中 
元 来 的 解 是 全局 性 的 ， 信 ( {x,,… zs] 的 元 者 来 解 是 在 微 区 内 进 
行 的 ， 而 形式 寡 级 数 的 解 是 没有 意思 的 ， | 
设 域 K 生 有 个 实 赋 慎 V4,… van ;各 自在 天 上 定义 了 -个 距离 
do dv， 各 月 区 生 了 -个 拓扑 。 这 些 拓 外 之 间 有 没有 和 什么 基 
系 ? 我 们 看 一些 例子 。 今 天 =Q， 在 第 上 - 章 人 4， 我 们 故 究 了 了 中 
国 剩 全 定 更 ， 设 di 是 与 素数 户 相 对 应 的 距离 ， 币 中 国 番 剑 定理， 
对 于 任 给 的 a; CZ， 下 面 的 一 组 同 余 式 有 解 ， 
x=a;(mod pi), 1=],,n, 
换 名 话说 ， 即 存在 xEZ， 使 
di(x,a) em, Vi=1,n, 


这 里 。 是 一 个 大 于 1 的 实数 这 也 就 是 说 ,x 对 这 些 不 同 的 拓扑 
而 萌 ， 可 以 同时 逼近 01,… ,an 到 任何 精确 度 。 这 . 表 现 了 这 些 拓 
扑 的 独立 性 。 我 们 再 看 另外 一 个 例子， ， .， 

例 12 复 点 页 数 中 有 所 育 “Mittag-Leffler 定理 ”， 任 给 C 
的 一 个 离散 子 集 {ai} 及 在 每 一 个 a 附近 的 一 个 亚 纯 夯 数 的 主 部 


ss 


gi(x ~ 1) = Baie ai 一 1 ， 四 


那么 ， 存 在 一 个 亚 纯 画 数 (x)， 使 得 ，1) 在 (oD) 之 外 是 至 纯 
的 ; 2 Wh 是 它 在 a; 的 主 部 。 

= { 极 点 集 是 离散 的 亚 纯 而 数 ] U {0}。 用 黎 县 定理 ， 我 
可 轴 RN L 域 。 全 

Va(f (Xx)) =ordy_ olf (2)), (x) EK, 
不 难看 出 ， vo 是 天 的 一 个 典 德 ， 我 们 可 以 招 Mittsg-Leffler 
理 的 结论 改写 如 下 ， 
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ds, (1, VE{faiy . 
df -9 <1, yae{a), 1 


与 例 12 不 同 的 ， 在 代数 学 中 ， 只 处 理 有 限 多 个 赋值 册 ， 
vs。 我 们 先 证 明 下 面 的 引 再， 
3 引 理 设 V,… ,Vn 是 天 的 不 等 价 的 赋 位 ， 即 Ry, SX R,, 4 
DD, 
1) 如 果 Ui 都 是 一 秩 的 ， 那么 有 RS R，， (VIE); 
2) 如 果 Ro, 信 RoCVi 认 ， 闭 么 ， 存在 bi,…,bn EK 使 
得 
biERs Nmo, CYi=1,2, ,biEm,, (ViXi), 
此 处 ms 是 R。 的 极 大 理想 ; | 
证 明 . 1) 假设 Rs ,CS R, » 潮 么 ， 根据 定理 7. 4 
R。= (Ro)，， 


其 中 p=m。， NR,, . 由 于 R。 是 一 秩 的 ， 所 以 P=(0) 或 moiy 
故 R。 i -天 或 R。 . 
2) 先 考虑 mn= 2 的 情形 。 已 知 Ro 人 R。， 那 么 ， 存在 cE 
R,,\R。,, 如 果 cERs,\mo, ,那么 
bi=01€ R, \myo,, he mb。 


六 即 符合 引 理 的 要 求 。 如 果 CE 人 iuiy 则 1+ cER,\Ry, 且 1+ cE 
RN\my, ;那么 和 = (1 +0™ 卫 ER, my, ,bi1Em,,, 同 法 可 作出 ? 

考虑 ?之 2 的 情形 。 用 归纳 法 。 假设 已 经 解决 n -1 的 情形 ， 
即 存在 cER, \m,,, cEmo (f=2,%",n~1), 我 们 先 找 一 个 
crn, 使 en ERo\m oCnEmo, (j=2,,n -1), 且 cnE R。,。 如 
果 cER,,， 即 全 6s=c、。 如 果 oERuo.， 我 们 考虑 用 种 可 能 性 ， 
今 0: R, 一 BR/ mo 为 典型 映射 ， 

《a) 如果 gle) 三 1， 我 们 例 cn=ce/(e -1)3 


117 


(b) 如 果 o(c) =1，oCR。 ) 的 特征 志 2，、 我 们 爸 
cn =0/(e +1); 
(e) 如 果 o(e) =1，oCR。,) 的 特征 =2， 我 们 合 
= (cs te toe) /03 tory, | 
通过 对 cn 的 各 个 赋值 的 简单 计算 ， 即 知 c 符合 上 面 的 要 求 。 同 
样 地 ， 我 们 找 出 ciCi=2,…,n~1)， 使 
ciER \mo, ccEmei( 二 1D，cERo 


命 : b= TIe, 
i=2 
则 刀 即 符合 本 引 理 的 要 求 、 辐 法 可 求 出 bs,*… ,bn。 | 
讨论 今天 =Q，Ro,=Zp，。 生理 与 中 国 吉 
代 的 “大 衍 求 -.” 相 上 比 。 
定理 7.10《 通 近 定 理 ) 设 小 ,… ,vw 是 域 KK 的 实 赋值 ，G1,…， 
GsCR 是 它们 的 公 序 群 。 我们 任 给 4&1, ,4nEK, LEG, …， 
EGs。 那 么 ， 存在 4EK， 使 
viCa~aD) = Vi=1l,",n, 
证 明 ”我 们 分 成 儿 段 来 证 明 。 | 
1) 只 要 证 明 对 任意 的 整数 1 ， 部 存在 相 训 的 “E 天 ， 使 得 
(1) Vi(C-a)>l, Vi=1,2,° : 
便 足 够 了 。 这 因为 ， 我 们 可 以 取 (>h(Y0)， 全 阴 4 使 vi(di) 
=L。 郊 么 ， 存 在 4 ， 使 
Vi(d — d)>I>4, Wi 
而 d= (dd 一) +di， 所 以 
vild)=l, Vi=1,2,",n, 
又 设 0 适合 (1) 式 ， 倒 4=c+4d， 则 有 
ve +d—ai)=v(d) =L, Vi=1,2,"",n。 
2) 应 用 上 面 的 引 理 ， 存 在 刀 ,…… ,bsE 上 ,使 
vi(b1) =0; 1b)>0, Viti, 
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今 ei=bf Dob. 则 
i=l 
yi(6;) =0, Vi(e1)>0, YiIt, 
而 且 在 典型 映射 Oi: R, ,一 RR。 /my ,作用 下 ， oi(61) =1。 于 是 
Vie -1)>0 (YD. 
3) 使 正 整数 s 适合 下 列 不 等 式 : 


(2) syiCe; 一 1) +vi(4;)>L, Vi=1,,n, 
(3) SVj(e1) +Vi(Qi) L,YiTi 
取 fi1EK 如 下 ; : : 


fi=1-(1-eD)’, 1=1,%,n, 
那么 
C4) viCaiCfi—1)) =v(fi—1) +Vi(0;) = SVC1 — 07) + Vi(41) 
=sCVi(1 ~ ei) +Vi(l +er + +67 1)) +vi(4:) 
Ssvi(1 -en +a >l, 
同时 ， 我们 可 以 看 出 f1=e}9(e;)， 此 处 9(X) 为 整 系数 多 项 式 ， 
所 以 vCJD) 之 sv1Ce1)， 代入 (3) 式 ， 立 得 
(5) vij(fia;)>1, 
含 c= Pei +faas+…+jman。 应 用 (4) 及 (5) 式 , 立 得 (1) 式 ，1 
讨论 1) 上 面 的 定理 可 以 看 成 中 国 剩余 定理 的 一 般 化 。 
2) 上 面 的 定理 说 明了 实 赋值 的 独立 性 。 对 任意 的 赋值 w， 
… ,vn 而 首 ， 当 Rs, 电 R。 (Vi 三 力 时 ， 我 们 称 它们 是 独立 的 。 
那么 ， 呈 要 它 们 是 独立 的 ， 上 面 的 定理 还 是 成 立 的 ， 
3) 应 用 上 面 的 定理 到 C(x) 上 ,我 们 得 出 一 个 类 似 于 Mittag- 
Leffler 定理 的 命题 。 读 者 试 讨论 之 。 


习 题 
1, 设 V2,V3 ,Vs ,V7 是 Q 内 由 素数 2,3,5,7 决 定 的 赋值 。 试 在 Q 


内 找 一 4。， 使 Vi(4 一 站 =i 
2， 在 有 理 画 数 域 Q(2) 内 由 不 可 约 多 项 式 
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f(x)=xi+x+1; gr)=23 一 2 
定义 两 个 赋值 ,Jv。 ， 


(FC EE) = Cm = (nz ,f= 


(gp = Cm ,900)) = (nx) ,900)) =1. 

试 求 K(x) EQ(x)， 使 
viCh(x)) = -2， valh(x)) =2, 

3。 给 定 域 的 互 不 等 价 的 实 赋 值 1,… ,vn， 证 明 对 任意 不 

至 为 需 的 整数 li, ,ln 关系 式 
LyX) 二 十 jayn(z) = 0 

不 可 能 对 一 切 K 内 的 非 喜 元 素 * 都 成 立 。 

4。 试 求 R(x) 对 赋值 R[x] (241) 的 完备 化 域 。 

5。 在 C (x) 内 ， 由 赋值 环 C[x] >-w (2 =1,2,3) 决 定 的 赋值 
记 为 vs。 试 求 1(x)EC(x), 使 


va (fC%) -cs) =n (n=1,2,3), 


6. 设 关 是 一 个 完备 域 ， 今 
(%) do + AX + (aiE 天 ) 
是 上 的 一 个 等 级 数 ， 以 lalaei) 表 下 内 的 乘法 实 赋 值 车 对 
XEK, 各 级 数 

|aol + [al |x! +. 

在 民 内 收敛 ， 别称 CD) 在 点 x 处 绝 对 收 钱 ， 证 明 ， 存在 实数 7 之 
0， 使 当 |x|<<r 时 ( 光 ) 绝 对 收敛 ， 而 当 |x| >r 时 不 收 敏 。r 称 为 
《 关 ) 的 收敛 什 径 ， 

7。 续 上 题 。 今 


l= Tim la 。 
Rot 
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证 明 ” = 1/i。 

8， 全 R=C[x,yj/(y?*+2x--1)， 又 取 R 的 两 个 极 大 理想 

m=(2-1,8-i), mo=(2~1,y+1i) 
(2 ,9 为 Xx,y 在 R 内 的 象 ) 。 由 R。,,R。, 所 决定 的 RR 的 比 域 K 的 赋 
值 分 别 记 为 ,vs。 试 在 办 找 一 元 案 a， 使 
vi(0—-1)~>0, va+1)<0, 

9， 设 域 K 代数 封闭 ， 具 有 实 赋值 ”> ， 证 明天 对 2 的 完备 化 

域 也 是 代数 封闭 的 ， 


$4 Hensel 引 理 


在 有 理 数 域 Q 里 ， 我 们 有 普通 的 绝对 值 “| 1” 及 实 赋值 vp 
〈 它 的 赋值 环 是 Zoo))。 我 们 可 对 它们 取 完备 化 域 ， 得 出 尺 及 Qp 
《p-adic 数 域 )。 从 纯 理 论 的 观点 来 看 , 尺 及 Qp 都 是 一 样 可 用 的 。 
于 是 发 生 了 求解 Qz[2] 的 方程 式 的 问题 。 显 然 ， 下 面 的 方程 式 

x"-p=0 (n>1) 
在 Qsp 中 无 解 。 这 因为 , 设 4a" -p=0,，aEQp， 则 
nvp(a) = Vp C4") =Vp(p) =1。 

故 vp《la)=1/n, 但 1/nEZ = G。,， 矛盾。 所以， 完备 域 Qs 不 
是 代数 封闭 的 。 但 是 ，**+2E Qs[x] 在 Qs 里 有 没有 根 呢 ? 答案 
是 肯定 的 。 下 面 的 Hensel 引 理 ， 可 以 部 分 地 回答 这 类 问题 。 我 
们 鞠 证 明 一 个 绚 理 ， 

引 理 设 5Cx) 是 R[x] 中 的 首 一 多 项 式 ， 此 处 RR 是 一 个 环 。 
本 是 尺 的 一 个 理想 。 任 取 9(x) EJ[x]， 那 么 ， 存 在 d(x) ,r(x) € 
J[x]， 和 使 

q(x) = d(x)6Cx) +r(x), deg r(x)<deg 6(x), 

证 明 用 欧 几 里 得 算法 ， 立 得 。 | 

定理 7.11(Hensel 引 理 ) 设 域 外 对 离散 实 赋值 > 是 完备 的 。 
又 设 0: R,—>R,/mo 是 典型 映射 ， o(a) = 了 对 f(x) E R,[Lx], 
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今 ok1(xz)) = 了 (x)。 如 果 jz 是 首 一 多 项 式 ， 且 
fCx) = p(x)5(x) E CR,/ ms) Lx], 
其! 中 90), (xz) 均 是 (Roymi)[z] 中 的 首 一 多 项 式 ， 且 
(7(xz) ,65(Cz)) = (1)。. 
那么 ， 存在 RR,Lxj 中 的 两 个 首 一 多 项 式 g(x) ,xz)， 使 得 9(z) 
=p(x), Cx) =6(x), 有 
: f(x) = g(x)h(x), 
证 明 由 于 (7(x*) ,565Cx)) = (1), 所 以 一 定 存在 8(x) ,B(x) GE 
CR,/m,)Lx]， 使 得 
ax)Px) +BOX)OCx) =1, 
应 用 欧 几 里 得 算法 ， 今 
5(x)=QCr) B(x) +a (x), dega’ (x)<deg G(x), 
再 含有 (xz) = B(x) +2(x) 7Cx)， 则 有 
‘@ (x) px) +B’ x)ECx) =1, ， 
不 难看 出 ，deg (x) <deg 7Cx)。 我 们 可 使 B(x) = 0 (xz)， B(x) 
=(x)， 取 YCx)，6(x) 为 RoLx] 的 首 一 多 项 式 ， 使 
deg y(x) =deg p(x), deg 6(x) =deg 6(x), 
GCYCx)) = px), oldx)) = 6(x), 
类 似 地 选取 Cx) 及 B(x) 在 R[x] 中 的 原 象 aCx) 及 PCx)， 使 它 
们 的 次 数 对 应 相等 。 于 是 有 
(1) a(x)y(x) + P(X)6(X)=1 mod 由 
全 goCx) 0 h(x) = 6(x)。 我 们 要 逐步 构造 出 9n《x) 及 
h ,C2 0 1,…)， 使 
1) gn(x),h CD( 生 ER ) 孝 是 首 多 项 式 ， 且 
deg gn(x) +deg hn C(x) = deg jz)3 
2) /Gx)=9a(Cx)jn(x)Cmod ms [xz])3 
3) Fn(x) =7(z)， 和 (xz) =5(x); 和 
4) gpn(xz) ~ 9n-1(X) E mo (xX) (n>1), 
在 这 些 条 件 下 ， 今 g(x) = lim gn《x)，h(Cx) = lim h(x》， 则 g(x), 


122 


hxXx) 就 符合 定理 的 要 求 。 

用 归纳 法 。 上 面 已 有 go(z) ,各 (xz)。 现在 假设 我 们 已 经 作出 
了 gn(xz) nxz)。 则 
(2) sn(x) = (x) ~ gn (Xn x) E mo [xX]. 
以 sn(Gz) 乘 (1) 式 ， 有 
(3) Sn(x)==QCx)Y7(XJSn(Zz) + 有 xz)6(CZ)Sn(x) (mod ms*?[x]). 
应 用 引 理 ， 存 在 4(x) 及 0,(x) Em。"![x]， 使 ， 
(4) QCx)snCx) = dxY)56(xz) +an(XZ)， deg an(X)<deg C(x), 
A 、 


人 下 ， 
(5) B*Cx) = B(x)sn CX) + d(xX)VCX), 
我 们 来 考察 B*(x) Cmod ms*? [xz]) 的 次 数 。 今 


R[x1-—>CR,/ms:*) [x] 
为 由 典型 映射 Ru->Ru/ms 诱导 出 的 环 上映 射 ， 对 L(x) € Ro [x]， 
记 T(1(x)) =L(x), :由 (5) 式 ， 有 
(6) 有 (xz)sn(z) = ~ dx)VCx) + BICX)Y 
将 ?YCx) x (4) +5Cx) x(6)， 即 有 
aCx)VCXI Sn CX) ECXYECXI Sn CL) = VCX)an x) + CX Br (x), 
根据 (3? 式 ， 即 有 . 
(7) Sn(X) = p(x)an (x) + Sx) p(x), 
根据 上 面 的 条 件 1) 及 (1) 式 ， 知 deg sn《x) 达 deg 1(x)， 故 
(8) deg $n,(x) < deg f(x), 
再 由 (4) 式 的 aeg an(x)<<deg 5(z)， 以 及 deg y(x) + deg 6《x) = 
deg 1(X)， 知 
(9) geg CIC) GC) deg f(x), 
由 (7),《8), (9) 三 式 妈 有 
deg 和 (xz) + degPB* (x) < deg f(x), 
但 5(x) 是 首 一 多 项 式 ， 所 以 deg 5(x) = deg 6(x)， 于 是 
degP* (x)<deg f(x) ~ deg 6Cx) = deg 7 (xX), 
双 , 由 (5) 式 ,BCx)yE m+ [2], 所 以 可 以 适当 选取 (x) 在 + 作用 
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下 的 反 象 B,Cx) EPE ( 即 Bn(x) 寺 Pp*(x) (mod im 1), 
使 
deg P(x)<deg v(x), 

兮 , 
gn+1CX) = 9nC(X) + Bnlx), hxX) = h(xX) + anCX), 
我 们 只 验证 gry1(X) 与 haCx) 适 合 条件 2)， 其 余 各 条 都 是 自明 
的 ， 
f xX) — gnriCxOhnr CX) = fx) 一 (gz) +haCx)) hn CX) +an(z77 

=Sn(xX) — BC hs (x) — an (Xx) In CX) 

Sn(X)C1 — (ACx)yCx) + BOx) (x))) 

— dCxC6Cx)VCx) ~ YCx)6 Cx)) 
=0C(mod ms'?[x]). | 
讨论 。 上 文 提 到 x*+2E Qs[xj] 存 Q， 中 有 根 ,事实 上 ， 
x2+2=(x+TI)x+2)E(Z/3Z)fxz]， 

符合 上 面 定理 的 条 件 ， 因 此 关 +2 在 Qs[x] 中 可 以 分 解 成 一 藉 起 
的 乘积 ，| 

下 面 是 一 个 在 复 变 画 数论 及 代数 几何 学 中 有 意义 的 定理 。 

定理 7.12(Newton-Puiseux 定理 ) 设 天 是 一 个 特征 等 的 代 
数 封闭 域 。 那 么 ， 若 集 


U KOCK)) 


t=l 
是 KCCx)) 的 代数 闲 包 ，。 | 
证明 1) KCx3 和 *))=KCCx))[x1A"]， 所 以 ，KC(x1 ")》 
的 每 一 个 元 素 都 是 对 天 ((xz)7)? 的 代数 元 。 又 显然 有 
KO "UKE EK )), 
由 此 即 知 ， UUKGGr 7) 是 -- 城 因此 它 是 天 (0) 的 一 代数 扩 域 ， 


2) 任 耻 一 个 关于 变数 5 的 多 项 式 fy) EKCExJ1[y]， 我 们 
只 要 证 朋 /在 
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Ukcccy) 


sl 
中 有 解 就 足够 了 ，( 为 什么 ? ) 
设 f(y) = 0 的 展开 式 如 下 (Cn >1): 

(1) aoCX)Yy" talx)y" + 二 Go(Z) =0, alx) EKLLX], 
用 aol*)"-! 敢 上 式 ， 并 用 aoCx)y 取代 y， 即 不 妨 设 /1(y) 是 首 一 
多 项 式 ， 即 有 

(2) yr +bx)y" tt tbalx) =0, bi(x) EKCL]], 
我 们 用 取代 y+ 小 bi(x)， 即 不 妨 设 bx) =0。 今 

vbi(x)) = ord biC*) 


是 [Cx]] 规 定 的 赋值 又 合 既 约 分 数 


l 
(3) =min (和 2: i=2,3,,n]. 
取 t=x1A:，y=tiz， 代 入 (2) 式 ， 得 
' b 5 5 
s" 1! (2 + et 十 we。 + 二 ee + =0, 
邵 
bilt’) 


(4) 9(z)=2 +C(t)2" ?+t ton(t) =0, el) = 


会 weilt))=ordscslt) 是 C(t)) 的 赋值 ， 根 据 (3) 式 不 难看 出 
wet)) = sv(bi(x)) -il20, 1=2,",n, 
而 且 最 少 有 一 个 了 ， 使 w(ci(b) =0。 对 (4) 式 用 Hensel 引 理 ， 
在 mod tK[[t]] 的 意义 下 ， 有 
(5) .9(2) =2" +oa(0)2 + +on(0) EK[2], 

因为 天 是 代数 封闭 的 ， 又 是 特征 零 的 ， 所 以 (5) 式 不 可 能 是 (z - 
4) 〈 否 则 ，4= 0 一 人 0j(0) =0， 与 W(of(b) = 0 矛盾 4 看 0 一 > 
9 人 0) 二 0， 亦 矛盾 )。 因 此 (5) 式 可 以 分 解 成 两 个 没有 公 根 的 多 项 
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式 7(z) 与 5(z) 的 乘积 。 按照 Hensel 浊 理 ，(4) 式 也 可 以 分 解 成 
g(2) =h(z2)q9(2), 


我 们 只 要 对 次 数 1 取 归 纳 法 ， 便 证 明了 本 定理 。| 

讨论 1) Hensel 引 理 的 要 求 过 强 了 。 事实 上 ， 域 不 一 定 
要 求 是 完备 的 ， 同 样 也 可 能 有 它 的 结论 。 最 有 意义 的 例子 ， 是 天 
为 亚 纯 夯 数 域 f{{z}}(K 为 特征 零 的 代数 封闭 域 )。 因 此 ,同样 地 ， 
Newton-~Puiseux 定理 对 亚 纯 丽 数 域 也 是 对 的 ， 即 


tf{]} 的 代数 困 包 = K(fx177。 


2) Newton-Puiseux 定 还 只 对 天 是 特征 替 的 情形 才 是 正确 
的 。 对 天 是 特征 p 六 0 的 情形 是 不 正确 的 。 例 如 ， 下 面 的 多 项 式 


在 岂 KCGx3“9) 中 即 无 解 ， 


3 一 少 一 Xml = 。 

读者 自行 检验 之 。 加 

3) 在 第 五 章 中 ， 我 们 已 经 证 明了 域 工 的 代数 闭 包 的 存在 性 ， 
可 是 那 是 太 抽 象 了 ， 不 够 具体 。 正 像 我 们 不 能 满 足 于 中 的 代数 
闭 包 的 抽象 存在 ， 而 要 构造 出 具体 的 C 一 样 ，Newton-Puiseux 
定理 也 有 同样 的 精神 。 | 

与 定理 7.11 几 乎 完全 一 样 地 ， 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 。 

定理 7.13CHensel 引 理 )“” 设 R 是 一 个 完备 的 局 部 环 ，m 是 它 
的 极 大 理想 。o: R -> R/m 是 典型 映射 ，0(4) =8，0(Cf(x)) = 
J 了 Cx)Cf(x)E R[x])。 又 设 f(x) 是 R[x] 的 首 一 多 项 式 ， 了 Cx) = 
?CxX)5Cx)，PCx),6Cx) 是 (R/m)[Lx] 中 的 首 一 多 项 式 ，(7(x)， 
5(x)) = (1)。 那 么 存在 R[x] 的 两 个 首 一 多 项 式 g(x) , h(x)， 使 


fx) = gC hx), gCx) =96x), RCx) =5(x)。 
证 明 读者 仿照 定理 7.11 的 证 明 ， 身 行 证 之 ，| 
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习 题 

了 工 ，、 证 明 AGx, 力 = 刀 ~- 欠 -2 在 形式 幕 级 数 环 CITEx ,如 ] 内 
可 以 分 解 。 
.2， 设 p 是 一 个 素数 ，jF(x) = x+axe1 + +anE ZEx], 
又 会 . 
. fx):=f(x) (mod p), 
设 了 x) 在 Z/pZ 内 不 可 约 ， 试 证 明 f(x) 在 Qp 内 也 不 可 约 。 

3。 设 f(X)=aox" +aax 1 ++ancEeprz]， 且 不 可 约 。 
证 明 ， 对 Qr 的 赋值 vp， 有 

min{yp(40) ,VpC01) pfKan 7 =minfvp (a0) ,ppCan))。 
4。 试 将 多 项 式 Xx? +1,x? +2,x? 一 3 在 3~adic 数 域内 进行 因 
式 分 解 。 | 

5、。 设 域 对 疮 散 实 赋值 v 是 完备 的 ， 双 设 

fx) =z +ax" Tl + +as EKLx], 

如 果 a EmoG=1,2,…,n)， 但 en 不 能 奏 成 me 内 两 个 元 染 的 乘 
积 ， 则 f(x) 在 民 o[ 约 内 不 可 约 。 1 

6。 设 关 对 离散 实 赋值 " 是 完备 的 。 合 及 = Roymu。 若 jx) 
是 Ru[x] 内 首 -… 不 可 约 多 项 式 ， 证 明 ， J(x) = f(x)(《 mod ms) 是 
R[*] 内 一 个 不 可 约 多 项 式 的 方 军 。 

7。 证 明 在 Qp 内 有 .p -1 个 不 同 的 p- 1 次 单位 根 。 

8: 设 只 。 是 域 天 的 离散 赋值 环 ， 著 (x) ERefx] 的 某 些 系 
数 在 Rs 中 可 逆 ， 则 称 jz) 是 本 原 多 项 式 。 证 明 两 个 本 原 多 项 式 
的 乘积 仍 是 本 原 多 项 式 。 证 明 天 [x] 内 任 一 非 雳 多 项 式 可 以 写 
成 cg《x)， 其 中 c 守 0， 而 9《x) 是 一 个 本 原 多 项 式 。 如 果 9(x) 是 
Ru[z] 内 本 原 不 可 约 多 项 式 ， 试 证 明 :， 9(x) 在 天 [xz] 内 不 可 约 。 

9， 在 Qr[xc] 内 分 解 妇 -1， 此 处 p=3,5,11， 和 大考 赎 备 因 
子 所 引 生 的 域 扩充 。 

10、 设 域 的 特征 p>>0， 证 明 下 列 代数 方程 
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yr*—-y-x i1=0 


在 岂 KCCx1%")) 中 无 解 。 由 此 导出 UKCCx1 “2) 不 是 代数 封闭 


域 。 . 
+ ”11. 设 域 《 关 于 交 散 赋值 y 是 完备 域 ,， R=R,/m,。。 又 设 
f(x) 是 尺 ,Lx] 内 首 一 多 项 式 。 如 果 了 (x) = f(x) 《mod m。,) 在 R[x] 
内 有 一 个 单 重 一 次 因子 x， 证 明 /(x) 在 R,[x] 内 有 一 个 一 次 
因子 (x-7r),， 且 7 =F，。 
12。 证明 方 程 x? = 4 在 Qs 内 有 根 。 


$5 代数 扩充 


设 工 是 天 的 代数 扩 域 ，" 是 K 的 赋值 ，wi (i=1,…,9) 是 0 
在 二 的 扩充 赋值 ， 即 Rue 站 KK = Re， mw, 门 = mv。 我 们 要 研究 
构 造 Rue, 的 方法 ，w 与 的 一 些 数据 以 及 由 的 个 数 等 等 。 
定理 7,14 设 上 是 上 的 代数 扩 域 ，v 是 久 的 赋值 ，w 是 上 的 
赋值 ，Rw 站 KK =Ro，mw 人 KK =m,。 全 8 为 Rn 在 中 的 整数 闭 
包 , P=mw 门 S， 那 么 Rw=S,。 
证 明 ”根据 定理 7.8， Ru IRs—> Ru SS—> Re 5,. 反 
之 ， 任 取 0€ Ru，a 是 对 天 的 代数 元 。 含 4 适合 下 式 
( 兴 》 aa" +U0 1 + + 二 0， dEKk, ot0, 
又 会 j= min{ va SVC41)，Vi=1,2,…,n}。 用 Qj 兴 除 CX%) 
式 ， 得 1 
bo” + Fo + b=0, bj=1, bER,, 
命 OT Ot 
. d=bir thisa0 lt + hra titi, 
则 有 - 
ca id+daoi =0， aa= -dje, 


我 们 要 说 明 c ,dE 5S，cEEp，。 如 此 就 证 明了 a€E S，， 
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应 用 定理 7,8。 任 取 上 的 赋值 环 Re 二 3S， 如 果 aERs， 那 么 
cER,,， d= -acER,。 如 果 0R。， 那 么 on!ERs, dE€ R,，e= 
doa"1€ R,，。 双 因为 Dob ,bj AE MoCEmw, bi=1,， QE Rw,， 所 
以 Emw， 立 得 c 巨 p。 于 是 6 在 S, 中 是 可 逆 元 ， 

a= -dd/c€S,, | 

采 设 L,K,v ,Ro,S 如 上 定理 ，p 为 3 的 一 个 素 理 想 ， 那 
么 ，? 是 ! 的 扩充 赋值 <=>P 是 5 的 极 大 理想 。 

证 明 ”==>。 由 于 ?了 门 Ro = mv， 所 以 S/p 汪 Ro/mv。 显 然 ， 
S$/P 对 Rv/mwv 是 整数 相关 的 。 而 Ro/m。 是 域 ， 根 据 第 大 章 8 2 中 
的 引 理 ，S/p 为 域 。 即 p 是 S 的 极 大 理想 。 

< 一 .根据 定理 7.6， 存 在 赋值 环 Ru 二 3,， 使 得 mw 门 S， = 
pS,。 于 是 不 难看 出 ，Rw 站 KK 坟 Rp，mw 站 汪 mo。 我 们 先 证 明 上 
面 的 两 个 包含 式 都 是 等 式 。 任 取 aEK\R。， 那 么 

ali€E mo Cmwy 
得 4ERw,。 又 任 取 4aEK\mov， 那 么 071E RoCR。， 得 aEmw。 所 
以 w 是 v 的 扩充 ,而且 
mvfS=m,fS, NS =p5, 门 S =p， 
根据 上 定理 ， 即 有 Ruw =S,。 | 

我 们 定义 一 个 符号 ，4。 = Ro/m。。 像 以 前 一 样 ， 用 Gs 表示 
2 的 全 序 群 。 当 w 是 v 的 扩充 时 ， 我 们 有 两 个 重要 的 数 ， 一 是 
[4w:4。J， 即 Aw 被 考虑 成 4。 上 的 线性 空间 时 的 维 数 ， 称 为 w 对 
v 的 相对 次 数 (或 剩余 次 数 )， 记 为 1(w/v)( 简 记 为 1); 二 是 群 指 
数 [Gw:Gs]， 称 为 w 对 5 的 编 分 歧 指 数 ， 记 为 eCw/v) ( 简 记 为 
e )。 如 果 [Cuo:Co]>1， 则 称 几 是 2 的 分 野性 扩充 。 

例 13 设 天 =CGOD)， 工 =CGODLxzi]=CG0， 绊 =x。 我 们 
知道 的 赋值 是 

Vas< >C[x]_os 及 V.<—>CTx-!] (1)。 
设 4 去 0， 那 么 ws 的 扩充 是 


Wie >C(t) (tr0)s 
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这 是 两 个 不 同 的 扩充 。 易 见 
Walt~a)=1, Walt +4)=wa(t -a+24)=0, 
walX— a) =wal(t -a) (t+a))=1, 
所 以 Co = Gy 2 [Gv,: G, 2] = 1， 也 即 wa 是 vo2 的 非 分 野 
性 扩充 。 . 

设 a? =0, 那 么 的 扩充 是 w0< 一 >C[iJ6,， 且 w(x) = wo(t?) = 
2wolt)。 所 以 , 取 Co。 = 了 时 ， 子 群 Cu, =2Z，[Gw,: Go ]=2, 
所 以 w。 是 加 的 分 歧 性 扩充 ， 缩 分 歧 指 数 是 2 。 同样 的 , w- 是 "的 
分 歧 性 扩充 ， 缩 分 歧 指 数 也 是 2 。 参 考 图 7 ,1( 参 考 复 变 画 数论 中 
的 “ 黎 曼 曲 面 ”)， 


引 理 1 - 设 [L:K]=n， 是 的 扩充 。 那么 

1) w 对 约 相对 次 数 1<n; 

2) 忆 对 的 缩 分 歧 指 数 委 n。 

证 明 1) 设 4o = Rw/mw，4。 =R,/mv。 又 设 8 是 4 在 典型 
映射 Rw->4 下 的 象 。 我 们 仅 须 证 明 ， 当 a1,… ,arERu 对 下 线性 
相关 时 ， 它 们 的 象 强 ,… , 强 必 对 4 线性 相关 。 设 41,… ,al 适合 下 
面 的 线性 方程 

Dar++bial=0， bEK，bi 不 人 为 老 。 
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合 VCb7) 坟 VCDODCYi=1,"… ,1)。 以 bj 去 除 上 式 ， 立 得 
CQ Fe +C1da1 =0, cE R,, ci=1, 
T+ + C01 =0, 1E A,, 5i=1, 
2) 仅 须 证 明 : 如 果 w(41) ,… ,w(at) 是 属于 关于 Gs 的 不 同 的 
陪 集 ， 那 么 41,… ,41 对 线性 无 关 。 设 有 
0 +…+Biar=0， biE 下，b; 不 全 为 霖 ， 
那么 最 少 有 两 项 :于 7?， 使 wtbi4i) =w(bj4j)， 即 
Wai) ~ way) =w 0 ~ wo) EG 4 


有 深 rankw=1<—>rank y=1。 

证 明 ”一 >。 显 然 。 

< 一 。 考 虑 群 映射 2 : Co 一 CoCR,n (9) =ng9，YOECu。 
此 处 n=[Gw:G。]。1 

. 引 理 2 设 工 是 六 的 有 限 代数 扩 域 ， 那 么 rank w= rankv， 

证 明 ”用 定义 7.7“/。 我 们 需要 建立 Cu 与 Cu。 的 孤立 子 群 集 含 
之 间 的 一 个 单 满 映射 。 任 取 Cu 的 一 个 孤立 子 群 如 。， 把 它 对 应 到 
H,=G, (NH,. 只 要 证 明 刀 ,Co， 即 不 难看 出 ， 瓦 v 确 是 Co 的 孤 
立 子 群 。 任 取 9 全 如。 应 用 引 理 1 ， 知 

[Gu:Gv]=e[LL:KI<%, 

那么 89EG。。 如 果 egE 瑞 vy 则 egE Hop。 于 是 -eg 人 ge9 或 
6g 才 g 记 ~eg， 从 而 推出 gEHw， 与 9 的 选取 矛盾 ，。 因 此 全 , 卉 
Cu， 已 "是 Ce 的 孤立 子 群 。 

反 过 来 ， 任 取 Gv 的 孤立 子 群 日 。， 我 们 把 它 对 应 到 

H, = {9EGw: 存在 整数 s， 使 sg9E€ Hv}。 

不 难看 出 ，Hw 是 Gw 的 孤立 子 群 。 共 余 的 证 明 请 读者 补充 ，| 

引 理 5 设 [L:K]< 吕 ， 域 有 两 个 赋值 w,w，Rw 世 Ry ,二 
L，R, = Rw 站，R,, = Re ,站 KK， 它们 的 会 序 群 分 别 是 Gv， 
Cu Gu,Cu。 又 如 通常 一 样 ， 设 
4u=Ro/moy Mv, =Rojmo，4o=Ro/ms， 4 = Re /mo,. 
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又 设 rank w<co。 那 么 ， 我 们 有 
1) Re 在 4o ,中 的 象 定义 了 一 个 赋值 @B,，R。 在 4。 ,中 的 象 定 
义 了 一 个 赋值 5,。 急 ,是 9, 的 扩充 ， 着 且 
.Tank Di<rankw, rank 9.<rankv; 
2) ww 对 2 的 相对 次 数 = 妈 ; 对 久 的 相对 次 数 ; 
3) 风 对 的 缩 分 歧 指 数 [LCu :Co] = [Cu ,:G。,][Cca,:oz,]， 
证 明 1) 应 用 定理 7.4， 由 于 Ru 讲 L， 所 以 mw, 门 Rw 三 
(0)。 因 为 Rj = Rw/《mw, 门 Ro)， 而 且 Rw 的 来 理想 是 互相 包含 
的 ， 自 然 有 
dim Rz,<dim R,, 
其 余 各 点 都 是 很 容易 验证 的 。 
2) 在 自然 映射 下 ，4u 一 45,，4u~4z,， 所 以 ， 
[4Aw:4,]=[45, :J 
3) 参见 定理 7,1 后 面 的 两 段 文字 。 我 们 用 染 法 全 序 群 米 代替 
加 法 全 序 群 ， 有 
Gw =L*/U,, -Go = LU,, 
Go=K*/JU,, G,,=K*/U,,, 
Gi =Aw /Uw G5,=4, /Us,, | 
共 中 UU 过 示 赋 值 环 中 的 可 逆 元 集 ， 例 如 Uw = Rw\mw 等 等 ， 
显然 有 Uw 人 KR*=Us, Uw, NK*=U,,。 所 以 有 自然 的 嵌入 
Cu-Co， Gv,>Gw 
应 用 定理 7,4， 
Ru ， = (Ron Rw? R,, = (RO), 


Ru9 


所 以 ,不 难看 出 Uu ,过 Us。 因 此 ， 又 有 一 个 自然 映射 的 
正 合 序列 
1>Uv /Uw Gu >Gwv -1 
(这 无 非 是 说 Go/(Uw,/Uw) 一 G。,)， 考虑 自然 映射 
0; Uy, ,一 42， 
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不 难看 出 ，0™1(U5,)~Uw。 而 0 显然 是 满 射 ， 故 有 
Uv /Uw48 /UB, =GC5 
结合 上 面 的 正 合 序列 , 即 有 Cuw/G5 ,= 一 Co,， 类 似 地 ， 有 Co/Gz ,= 
Cu。 双 有 - 
Gs TG,, Gu, DG。，G5 
应 用 群 论 ， 得 


1 


DG5,, G5, =G,NGa,, 


. (Gu/Go) /GH /G5.) ~Gy, /Go,. | 
定理 7.15 设 n =[L:K]，v 是 KK 的 一 个 有 限 秩 的 赋 值 。 双 
设 wili=1,…,9) 是 v 在 了 的 扩充 ，wi 对 Vv 的 相对 次 数 是 fi， 缩 
分 歧 指 数 是 eg。 那么 ， 我 们 人 恒 有 


efitesfs +…+erjfy 二 nr， 


证 明 ”我 们 对 rankv 取 归 纳 法 。 

1) 设 rank v=1。 设 41= Ry, /mw,， 4, =R,/m,, Cw 与 
Go 分别 是 w 和 ?的 全 序 群 。 根 据 引 理工 的 系 ，rank ti = 1。 

在 Co ;对 Co 的 每 个 陪 集 中 分 别 取 一 个 元 素 1(s =1，…，ei)。 
又 在 Rw 中 取 fi 个 元 素 Qi 04f 使 它们 在 4。 ， 中 的 象 是 对 
4, 线 性 无 关 的 。 

我 们 要 应 用 定理 7,10( 允 近 定 理 )。 对 每 个 i (i=1,.,g)， 
ss =1,,6) tt =] ,fj)， 选 取 bis,c1;EL， 使 之 适合 下 列 
方程 : 

wilbis) = wilbis ~0) =11s, 

wi(bie) =wi(bis ~0)C=D) 

>max{lis: f=1,",9, 5=1,,01}, Iii 
wi(cit — ait) (= £1) >0, 
wi(c) (= 87))>0， 7 三 L 


只 要 证 明 {bis* ctt} 是 对 线性 无 关 的 便 足 够 了 (因为 这 个 集合 的 
基数 是 elfa +esjf2 + +eyfo). 
假设 bise cust 适合 如 下 的 线性 方程 ， 
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2 distbiscit =0, diss EK, 不 妈 为 震 。 


应 用 我 们 多 浆 用 过 的 技巧 ， 不 妨 合 2 = 1]，diiyER,。 把 上 式 分 
成 两 部 分 


DY disbiscit + >») Dy) distbiscit =0。 


3 >1 3 
根据 bis,cit 选取 的 条 件 ， 不 难看 出 
201(bis0tt) >hi, i 之 2， 


所 以 WwW (5 Deter > 


iSl so 


只 要 证 明 下 式 ， 便 得 出 了 一 个 矛盾 ; 


w( Dadistbiscis Sl. 
39 


今 
oo 
则 
DY derbiscie = De bise 
我 们 将 证 明 


wi(es) = min{v(dist): t=1, “fr} CCG,, 
从 这 里 我 们 就 可 以 得 到 : (a) wile。 5 属于 在 关于 Go 
陪 集 ， 因 此 都 不 相等 。 所 以 


w,( 5) co = pintw pb j; 
() wi(0) =0(d11) =01) =0, wb = bh, 于 是 
w( Desbrs)Sh 
综 上 所 述 ， 问题 归结 为 证 明 下 式 : 
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wc,) = min{v(d,:) : t=1 9 ,fn}。 
设 上 式 右 映 为 vdn Wr be )。 那么 cs 可 以 改写 成 


di,, 2 (5 d*e oh， 
此 处 必 ERu， 而 且 至 少 有 一 个 上 = 1。 我 们 只 要 证 明 > dteit 


是 Re , 的 一 个 可 过 元 ( 即 zi( 忆 d?cit ) = 0 ) 就 足够 了 ， 

显然 ,wi(c1t -411) 0 一 >511 = miE 4u ,一 {51} 对 4, 线 性 
无 关 一 > 》) 054 苹 0 一 > > dc 是 Ru ,的 可 逆 元 ， 

.2) 设 已 知 对 小 于 ? 秩 的 赋值 ， 本 定理 是 正确 的 。 现 设 
rankv=n=rankw: (93| 理 2)。 
设 pi 是 Rw ,的 仅 次 于 极 大 理想 mw 的 素 理 想 ， 易 于 看 出 (Rw,)，， 
是 一 个 赋值 环 。 。 命 相 应 的 赋值 为 wi(i=1,…,9)。 设 共 中 不 等 价 
的 赋值 为 v1 ,… ,ws。， 它 们 在 K 上 的 限制 是 1,…,v,。 显 然 ， 

| rank wi =n—1=rankyv,, 
所 以 Re (i=1,… ,5) 都 是 ,对 仅 浆 于 极 大 理想 的 素 理 想 的 局 部 
化 环 ， 而 这 样 的 素 理想 是 唯一 的 ， 于 是 V1 = … = oa。 

合 wi 在 Aw; = Rw; /mws 上 定义 的 赋值 为 加 !，v 在 4。, 上 定义 
的 赋值 为 5:。 按 照 引 理 3 的 结论 1)， 我 们 知 道 rank 5,<n。 因 
此 ， 我 们 可 对 刀 及 5 用 归纳 法 假设 ， 有 


(1) > [Gs :Go ,J[Aw’ :4,,]<n, 
i=1 : 
又 设 Si (wj 有 CRo CCto ur 那么 


(2) 2 [Ga :G5,I Lh ,:h5,J<E hw ;4,1, 


ES 


其 中 @1 ,是 wj 在 4ws 上 定义 的 赋值 ， 又 根据 引 理 3 ， 


[4a 4]=[4o:4。]， 
[Cu ， :Cu] = [Cw :Cu ] [Ca :0Gz ]。 
以 (2) 式 代入 (1) 式 后 ， 再 将 土 两 式 代入 ， 立 得 


9 
Defi<n, 1 
一 


讨论 1) 一 般 阅 来 ， 在 定理 7.15 中 ， 放 使 wu … ,ws 是 2 的 
所 有 的 扩充 ， 也 不 能 保证 etj +esfs+… +egfg=7。 

2) 如 果 4e 的 特征 是 零 ， 那 么 ， 取 ! 的 所 有 的 扩充 如 ，…wv， 
则 有 elij +…+erfy =n。 见 Zariski-Samuel 著 《Commutative 
Algebra》， 二 人知， 77 页 。 

例 14 设 K=R(Cx)， 上 为 R[x,yj/X*+ 六 +1) 的 上 比 域 ,可 
以 认 为 二 扩 ， 如 同 前 面 一 样 的 讨论 ， 我 们 不 难看 出 ，K 的 赋值 
有 下 面 两 类 ; 

R, = RExlodcz)y))， h(xX) 不 可 约 ; . 

R, = R[x-!] (2-1)。 
我 们 知道 R[x] 中 的 不 可 约 多 项 式 都 形 如 x 一 4a 或 Xx? 一 2ax + (a?+ 
b)， 以 下 我 们 分 类 过 论 。 请 注意 ，[L:K] = 2， 

1) h(x) =x-a。 此 时 4。=R。 合 是 的 扩充 。 立 得 
w(y*) =v(x? +1) =0, | 
即 2w(y) =0。 易 于 看 出 
Aw = Av(I) =REX, YI/(X- 4,y + +1) 
sRy/(y ta +1), 
[4。:4,] =2。 

所 以 根据 定理 7,15，w 是 v 的 唯一 的 扩充 赋值 ， 它 的 相对 次 数 
f = 2， 缩 分 歧 指数 6 = 1。 

1’) ROX (zs-1)。 命 Xi 二 X 1 = X19， 经 变数 替换 后 ， 立 
得 R[x (:-1) 与 民 [z](z) 是 一 样 的 。 

2) kx) =x2+1, 则 2wy) =w Cy) =0(x? +1), mi vx? +1) 
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是 ”的 全 片 群 C。 的 生成 元 。 从 上 式 立 得 
e=[Co:Co]=2， 
根据 定理 7.15， 包 是， 的 唯一 的 扩充 赋值 ，f = 1， =2 
3〉hCx) 是 二 次 式 ，hCx) 半 x? +1。 妈 h(x) = 和 ~ 207 +(@2 十 
名 ) ，bs0， 且 当 a = 0 时 ，5 坟 土 1。 经 过 计算 ， 得 
0= 包 +xX2+1 . 
=(yteoxtd)(y—- cr-d) +(c +1) (Cx? 2ax+a? +b?), 
此 处 c,d 适合 下 询 的 联 立 方程 式 ， 
- (c+1)a=0od, 
1 
在 我 们 的 条 件 下 ( 即 ?二 0， 当 4=0 时 4 坟 土 1)， 经 过 简单 计算 ， 
可 以 证 明 cx +ds0。 谈 必 古 的 一 个 扩充 赋值 ， 那 么 
2w(Y) =w(y) = -X10 > w(y)20, 
(y+cr+dy- tx-d) Em Cm, 


所 以 ，y +cxX+dEmw 或 ~cx -dE mw。 如 果 两 者 都 属于 mw 
那么 ， 它 们 的 差 2Ccx +4d)Emw， 这 是 不 可 能 的 。 不 难看 出 ， 相 
应 于 (8 +cx + 四 及 (y -co 办， 有 两 个 "的 扩充 赋值 w,w;。 它 
们 的 相对 次 数 了 都 是 1 (此 时 4。 = REx]/CRxz)) 一 只 [a +bi] =C， 
为 代数 封闭 域 ， 故 4。 上 不 能 有 次 数 大 于 1 的 代数 扩张 )。 它 们 的 
缩 分 歧 指 数 。 都 是 1 。 

请 把 这 个 例子 与 第 一 章 8 5 “ 复 整 数 集 ” 对 照 。1) 及 1 ) 相 
当 于 那里 的 惯性 型 ，2) 相 当 于 那里 的 分 歧 型 ，3) 相 当 于 那里 的 分 
解 型 。| : : 

现在 我 们 来 考虑 一 秩 赋值 ， 即 实 赋 值 的 情形 。 我 们 有 下 面 
的 定理 。 

定理 7.16 设 上 是 K 的 有 限 扩 域 ，[L:K]=n，v 是 天 的 实 
赋值 ， 关 对 "是 完备 域 。 那 么 ，2 在 上 上 只 有 一 个 扩充 ww， 上 对 
w 是 完备 域 。 
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证 明 “我们 先 证 过 对 刀 是 完备 域 。 设 {ua ,an} 是 二 对 不 的 
一 组 基 。 任 取 工 的 序列 {4:}， 设 


让 、 
Qi = Duuis 
i=l 


我 们 要 说 明 ，{a4} 是 工 对 作 的 柯 西 序列 (注意 ，rank w=rankv 
=1， 所 以 w 也 是 实 赋 值 ) < 之 {bs} 是 对 的 柯 西 序列 (Yj=1， 
…,n)， 如 此 ， 则 | 

lim a = > Qim bi7) uj EL, 


即 证 明了 工 是 完备 的 。 

一 >。n=1 了 时， 结论 是 显然 的 。 现 在 我 们 用 数学 归纳 法 。 
当 bin =0CYi=1,2,…) 时 ， 结 论 是 正确 的 。 假 车 {ai} 是 工 的 柯 西 
序列 ， 而 {bs} 不 是 天 的 柯 西 序列 ， 则 将 导致 一 矛盾 。 事 实 上 ， 此 
时 v(bin - bjn) 轧 co( 注 意 , 距离 jb 一 bjn| = expC~v(bin -bin)))， 
那么 , 存在 一 个 上 ， 及 一 序列 的 整数 对 (pi ,gb ， 使 Pi,91->co， 而 
且 i . . 
v(bp in-bain)<l, ， 


dap, 0q, 


ci = dat te tdi,n_ 1dn1 + Un 


bpmn -ba 
则 . 
WwW(Ci) =w(ap, ~ ag,) -V(bp n- bya,n) co。 
所 以 {ci - tn} 是 一 个 柯 西 序 列 ， 工 且 适 合 归纳 法 前 提 的 要 求 ， 因 
此 {dj(G =1， -1I) 是 天 的 柯 西 序列 。 取 极限 后 ， 得 .… 
0=lim ce;= (lim di) us + + (im di,n_1) Us + Us 
=d+t tdnunitiuny dik, 


它 与 { ,un} 是 二 对 天 的 一 组 基 的 已 知 条件 不 合 。 这 就 是 我 们 
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要 时 出 的 矛盾 ， 

现在 证 明 多 的 唯一 性 ， 设 zw 与 好 是 才 的 两 个 扩充 。 那 么 ， 任 
取 工 的 序列 (ai}， 我 们 有 

lim Wi (ai) = co > limn ai = 0 < 和 > 1imwo(a) = ecoc。 
设 4€E mw,， 那 么 

lim w(a) = co ==> lim wo(a) = co => w,(4)>0 

一 全 4E€E Mw,. 

所 以 mw Cmw,。 同 样 可 证 Mw 二 mwi。 所 以 mw,= mw,。 阁 4E 
Ruy,\mw,, 显然 4671Emyw, = mo 故 4€ R,。 所 以 RCR 。 同 
法 可 证 Rw, 忆 Rs,。 于 是 Rw, = Rw,， 即 zi = ws。 

讨论 事实 上 ，w(a) =v(NL /x(0))》/mn。 参看 定义 5.16。 

定理 7.17 设 工 是 天 的 有 限 可 离 代数 扩 域 ，[Z :KJ=m 设 

是 上 的 一 个 实 赋值 ,w,… ,wg 是 vv 在 上 的 所 有 的 扩充 。 设 £1 
是 二 对 的 完备 化 城 不 是 KK 对 v 的 完备 化 域 ，ns = [br: 和 (J, 
那么 ， 我 们 恒 有 


n= 六 mi 
t=l 
证 明 设 L=K[a] 一 K[x]/(f《x))。 又 设 fCx) 在 让 [xJ 中 分 
解 为 首 一 的 不 可 约 多 项 式 的 乘积 如 下 : 
f(x) = Tf). 


取 定 龙 的 一 个 代数 闭 包 0。 对 工 的 任 一 赋值 wi， 共 相应 的 完备 域 

fi 是 处 的 代数 扩张 ， 故 存在 由 Zi 到 0 的 并 诬 射 ( 即 保持 储 不 动 的 

嵌 射 )oi。 天 的 赋值 上 可 以 自然 地 扩充 为 让 的 赋值 ， 仍 记 为 上 。 

根据 上 定理 ， 在 01:Cf1) 中 有 唯一 的 扩充 培 ， 容 易 夏 出， 映射 

wi:, Li>R, 
wi(0) =wi(0(0)) 

是 上 :的 一 个 赋值 ， 而 且 是 不 的 赋值 sr 的 扩充 ,根据 上 定理 ， 即 知 
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2 =204。 按 照 同 样 的 道理 ， 易 知 
ESAT A DL A 
这 里 的 同 构 是 指 太 同 构 。 
易 知 01(f1) = 01(L)， 让 = 廊 [or(a)]，o01(0) 显 然 是 1(X) 的 
某 个 因子 fiwCx) 的 根 。 而且 不 难看 出 ， 当 i 夺 j 时 ， 必 有 
fi (x) 三 f104) (C7), 
事实 上 ， 否 则 
ob REXI/ Cf C7) = RExXI/ (Fi Cx)) =01(f)), 
与 上 面 的 结果 了 矛盾。 这 样 ,我 们 就 建立 了 由 {wi,*… "到 (the), 
jz) ,，…} 的 一 个 单 射 。 
反之 ， 任 取 f1《x)， 视 让 [x]/(f1《x)) 为 0 的 子 城 我 们 可 以 
作 岂 工 到 0 的 区 射 0， 使 
0o(a) = FE R[x EQ. 
五 的 赋值 在 让 [x]/CfiCx)) 上 有 唯一 的 扩充 出, 纪 在 9CL) 上 的 
限制 唯一 决定 了 工 的 一 个 赋值 w。 于 是 ， 我 们 上 面 所 建立 的 由 
{ww ,wg} 到 {f1CX) ,faCx),"…} 的 单 射 也 是 满 射 。 所 以 


n=[L:K]=deg f(x)= > deg fi1(7%) 


= 2 [Li: KI] = DL | 


讨论 本 定理 中 的 万 及 了 ,都 称 为 局 品 域 ，L ,天 称 为 整体 
城 ，[Z: 人 称 为 整体 次 数 ， [7 : 太 ] 称 为 局 各 次 数 ， 上 面 的 定理 
又 可 以 叙述 为 


整体 次 数 = 并 局 部 次 数 。 


例 15 命 | 
L=Q [4a]~Qf x]/ Cx + 2), Kk = 人 @， R, = RK = Q,, 
应 用 Hensel 引 理 ， 因 为 
xs+2=(x-I)x+ ex-2)EZ/3ZFz]， 
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所 以 
xXa+2=(z 一 (1+…))(Cx2 +(L+…)X 一 《2+…)) 
= (x—0) (x +ax— Ph) EQ [LY], 
因此 ，R, 在 工 中 有 两 个 扩充 ， 一 个 是 由 映射 L>Q8，aFm?a 所 引 生 
的， 另 一 个 是 由 上 映射 上 >Qs[x]/Cx*+0x 下 ，am3 所 引 生 的 ， 


我 们 有 
整体 式 数 = 3 = 之 局 部 次 数 = 1 + 2。 

定理 7.18 设 L 是 K 的 有 限 扩 域 ，[L:K]=n，v 是 的 一 
秩 离 散 赋值 ( 即 G。~Z)，KK 对 v 是 完 备 域 ，w 是 v 在 工 中 的 唯 
-扩充 。 那 么 ，ej = n， 

证 明 合 m。=(t，mw = (Tr)，t=ar*， 其 中 4 为 Rw 的 可 逆 
元 。 在 工 中 取 a，…，,aj , 使 它们 在 4o 中 的 象 是 对 4。 线 性 无 关 的 。 
我 们 只 要 证 明 

, {QT : i=1,°,f, j=0,.",6—1} 
是 工 对 天 的 生成 元 集 ， 便 得 出 .ef >m。 结 合 定理 7.15， 立 得 本 定 
理 。 
任 取 bEL。 显然 ， 当 5->oo 时 ， 


w(t'b) = swlt) +WwWCb) = se + wb) 00, 


这 就 是 说 ， 当 s 充分 大 时 ，t'bE R。。 因 此 ， 我 们 只 要 对 于 bE 
R。， 证 明 4b 可 以 写成 下 列 的 线性 式 便 足 够 了 ， 


b= Soyair’, cij ER,。 
例 0: Ru 一 Ru/mu 是 典型 映射 ， 那 么 根据 {atj 的 渤 取 ， 
olb) 三 Dot) g(ai), 5 E4。 . 


取 cioER,， 使 0《e18Y ) =549， 即 有 
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2— Do0)aiE(r)。 
同 法 考 让 (b= e430) 得 


bP eda -oe TE (2)。 


不 难 依 次 作 下 去 。 当 我 们 必须 用 r“ 时 ， 利用 上 =ar*，zr" =a-1t，, 
以 9 取代 5 ， 经 过 整理 ， 不 难得 出 


~ { ) — ; ; 
= 5 (Fel )ar’= Dowrr’, 
firs? 0 js 


例 16 设 Kk,K 是 域 ,， KCCTD) 汪 KCCD)， 共 中 为 变数 ， 
[CK C5:KC)]=n。 那么，t=ar"，4 为 K'[[Lt]] 的 可 雍 元 ,KK = 
Ry/mw, K=Ro/m,, f=[LK’ :Kl 

定理 7,19 设 L 是 K 的 有 限 可 离 代 数 扩 域 ，v 是 天 的 一 秩 离 
散 赋值 ，w1,… ,ws 是 v 在 上 上 的 所 有 的 扩充 ，w1 对 5 的 相对 次 数 
是 f1， 缩 分 歧 指 数 是 ef。 那么 


Defi=n, 


证 明 根据 定理 7.17， Drm=m ji | 这 里 mi= Chi: K], 二 1 与 
太 是 LC 对 iD) 及 天 (对 ) 的 完 千 化 域 。 根 据 定理 7.9， 在 完备 化 
作用 下 ， 侍 序 群 Gw,,G。， 剩 余 域 4 ,4o 此 不 变 ， 因 此 相对 浆 
数 ft 及 缩 分 歧 指 数 2 也 蔡 不 变 。 根据 定理 7.18， 即 有 ni=oeifi。 
所 以 立 得 


DY efi= Dm=n. | 
1 
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习 题 

1.。 在 p-adic 数 域 Q@, 夫 确定 其 赋值 的 值 群 、 赋 值 环 和 赋值 
环 的 极 大 理想 ， 证 明基 剩余 域 同 构 于 Z/pZ， 

2. 试 决定 Q(i) 内 的 赋值 ， 使 它们 是 Q 内 7-adic 妓 值 的 扩 
充 。 
3。 试 决定 QGi) 的 所 有 可 能 的 赋值 。 
4. 设 L,L' 是 域 下 的 两 个 有 限 次 扩 域 ， 且 L 到 L' 存在 一 个 保 
持 攻 的 元 素 不 动 的 同 构 o。 又 设 久 内 赋值 在 L’ 有 一 扩充 w 。 证 
明 

w(x) =w’ (ox)) (xEL) 

是 工 的 一 个 赋值 ， 且 为 的 一 个 扩充 。 

5， 设 天 是 p-adic 数 域 Q, 的 有 限 次 扩 域 ， ,8 是 Q, 上 不 可 约 
多 项 式 f(x) 在 内 的 两 个 根 ， 又 设 Q, 内 赋值 y 在 K 上 扩充 为 w ， 
证 明 ，w(c) =w(B),。- 
”6。 设 K 是 Q 的 爷 罗 瓦 扩 域 ， 证 明 Q 内 赋值 v 在 K 的 任意 两 
个 扩充 wi ,ws 都 有 相同 的 相对 次 数 和 缩 分 歧 指 数 。 

7， 设 K 是 域 ，v 是 KX. 上 一 秩 离 散 赋 值 . 证 明 v 的 剩余 域 
R,/m。 与 特征 相同 的 充分 必要 条 件 是 ，R, 包 含 K 的 素 域 。 

8。 设 K 关 于 离散 赋值 v 是 完备 域 ， 上 是 KK 的 有 限 次 扩 域 ， 
y 在 内 的 扩充 记 为 w -如果 wr 对 上 的 缩 分 歧 指 数 等 于 [ 工 :KK]， 
则 称 扩充 /下 是 全 分 歧 的 。 现 合 T,p 分 别 为 mw,m。 的 生成 元 ， 
证 明 L/K 全 分 歧 的 光 责 条 件 是 : zx 满足 方程 

“xX" +apX*™l + *+armpX+ap= 0, 

其 中 a EK， vai)0, vas)= 0, n=[L:kK], L=K(x), 

9。 设 天 是 完备 域 ， 证 明天 的 赋值 可 唯一 地 扩充 为 它 的 代数 
闭 包 下 的 赋值 。 

10。 证 有 明 p-adic 数 域 Q, 的 代数 闲 包 @, 不 是 完备 的 。 

11。 今 =exp(2ri/5)， 天 = Q(t)， 试 求 Q 的 p-adic 赋值 在 
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大肉 互 不 等 价 的 扩充 的 个 数 ， 此 处 p=3,5,11。 


86 因子 类 群 


关于 赋值 论 在 代数 数论 中 的 应 用 ， 请 见 下 一 章 “Dedekind 整 
环 ”。 我 们 在 本 节 里 ， 讨 论 赋值 论 在 代数 几何 学 中 的 应 用 ， 

设 是 一 个 城 ， 或 称 为 “ 数 域 ”。 我 们 常常 假设 Xt 是 代数 封 
闭 的 (参考 第 大 章 的 希 尔 伯 特 零点 定 理 ) ,下 =KCx1,… ,Xr)， 此 
处 xi… ,z ,不 一 定 是 代数 无 关 的 。 天 称 为 代数 西数 域 。 设 

tr deg(K/K) =n, 

定义 7.9” 设 v 是 天 的 上 赋值 。 如 果 tr deg(4, /Kk) = 一 1 
则 称 v 是 天 的 素 因 子 。 

讨论 ”根据 定 理 7.5，rank v + res-dim v<n。 请 注意 ， 

res-dim y =tr deg(4, /KR), 
因此 rank v1。 又 知 rank v 六 0， 所 以 rankyv= 1。 

例 17 设 =KCxy,*…,x.)，trdegCK/K)=n,，v 是 KK 的 索 
因子 。 如 果 v《x,) 达 0， 则 用 x7! 取 代 x1， 即 不 妨 设 v(x1) 之 0 
CVi=1,2,…,n)。 所 以 R, 一 K[x1,… ,x,]。 我 们 要 说 明 ， 当 

tr deg(C(KLx xs/ =n -1 
时 ，htCp) =1， 此 处 p=m。 站 K[xi, ,xX,]。 
假设 有 (0) 持 志和 持 ?， 此 处 Pi 是 一 个 素 理 粮 。 命 
S = KELza ,x /pi = KLE; ,2 P=p/p, 

那么 ，tr deg(S/K) 过 n。 用 诺 德 正规 化 定理 ; 存在 Si=k[y， 
9 ，1,… ,9 ;是 代数 无 关 的 ，S 对 3 是 整数 相关 的 。 不 难看 
出 ，p 站 Si (0)， 

tr deg((SAp)/K》= tr dcgC(S/BN SD /<n -2, 
而 且 K[z xs]/p = SAp，4. 是 K[xz,…,x,]/p 的 比 城 。 因 此 得 
到 一 个 与 前 提 相 矛盾 的 结论 ， tr deg(4, /Csna-2。 所 以 我 们 
知道 ht(p) = 1。 
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任 取 /Ep， 设 f 的 素 因 子 分 解 式 为 1 = TT/,。 因 为 p 是 素 理 


想 ， 所 以 必 有 一 个 f: Ep。 但 是 (f 1) 也 是 一 个 素 理 想 ， 且 ht(p) = 
1， 所 以 (f ,) =p。 这 就 说 明了 在 一 个 唯一 分 解 的 整 环 里 ，htCp) 
= ] 一 >p 是 主 理想 ，。 

显然 ，K[x1,… ,x,] tf ) 是 一 个 一 秩 宛 散 赋值 环 ， 而 且 它 含 
于 R, 中 。 因 此 ， 我 们 得 出 R, =K[xi yx] df )。 

从 几何 与 代数 的 联系 来 看 ， 在 K[x1,… ,x,] 上 有 限 的 而 且 

trdegCCk[Lx1,% ,x J/P)/K) =n -1 
的 素 因 子 ， 相 当 于 4 中 由 f ,= 0 定义 的 n -1 维 不 可 分 解 的 代数 
多 样 体 。 

定理 7,20 上 的 素 因 子 v 必然 是 一 秩 高 散 赋值 。 

证 明 仅 须 证 明 " 是 离散 的 (参看 上 面 的 讨论 )。 取 x1,…， 
x,-1， 使 它们 在 4, 中 的 象 对 是 代数 无 关 的 。 又 取 x,， 使 xX1,…， 
x。 对 8 是 代数 无 关 的 ， 以 及 !(xs) 之 0 (如 果 v(xs)< 0 ， 就 用 xz71 
取代 xX,)。 合 S = KLxi1,… ,Xsj]， 它 的 比 域 为 KK, = K(X1,%*,x6)， 
是 5 在 上 上 的 限制 ， 

因为 KK 是 ,的 代数 扩 域 ， 所 以 rank 4u = ranky= 1 。 由 于 

[4, :4,]>[K:K,], 
所 以 4, 是 4. 的 代数 扩 域 ， 即 有 
tr deg(A,./K) =tr deg(A,/K) =n—1, 
于 是 4 是 ,的 素 因 子 。 ， 
我 们 要 说 明 tr deg((S/P)/K) =n 一 1, 这 里 P=m, 门 S$。 显 然 ， 
S/p=K[z ,2,]CEA,, 
已 经 知道 其 中 的 51,… ,3,- 1 是 代数 无 关 的 。 假 车 1,… ,5 是 代数 
无 关 的 ， 那 么 ，S 一 S/p 是 单 满 映射 ， 于 是 
p=(0), ROS) =K, ranku= (0。 
这 与 rank w= 1 不合。 
根据 例 17 的 讨论 ，2 是 一 “ 秩 离散 赋 值 。 又 根据 $5 中 定理 
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7.15 的 引 理 1 ， 存 在 整数 * ， 使 ;G, CC 一， 不 难 导 出 ， 
C, 一 DZ。 

有 系 设 " 是 K 的 素 因子 ， 那 么 ，R, 是 一 维 的 正则 诺 德 局 部 
环 。 

证 明 ”应 用 定理 7.3 的 22。 | 

讨论 一 秩 离散 赋值 v 不 一 定 是 素 因 子 。 请 看 下 面 的 例子 。 

例 18 例 0Cx) =t，o(y) =e'!。 由 于 二 及 e!' 是 代数 无 关 的 ， 
所 已: C(x,y)->C((t)) 是 域 的 撕 射 又 合 忆 是 CC(2)) 的 赋值 : 

wf(t)) =ord, ft), fF ECO), 

9 是 刀 在 C《x,y) 上 的 限制 。 显然 


G, CCG,.~Z, 
所 以 ， 是 一 秩 离 散 赋值 。 但 是 
: CCA,CA,=C, 


即 tr deg(4。/C) = 0 ， 所 以 ! 不 是 一 个 素 因 子 ， 

例 19 设 v 是 K =K(xz xy) 的 素 因 子 ，p =m, 人 NK[*,,*…， 
xh 中 。 那 么 ，tr deg(CK[xi,…,X,J]/P)/K) 不 一 定 等 于 1- 1， 这 里 
n =tr deg(K/K)。 因 此 不 一 定 合 于 例 17 的 讨论 。 现 在 我 们 举 一 
个 与 例 17 不 同 的 例子 。 . ， 

设 玉 =K[z xs]，tr degCK/K) = 2。 令 0 =ord， 即 ， 如 果 
jxzixs) 与 9CxyxoDEKLzxzo]， 则 今 

(f(x1,X2)) = f(xX1,X2) 的 最 低 次 数 ， 
vCf Xi,X2) /9 X31, Xa)) = vf x1 ,x2)) ~ VIX ,x2)), 
事实 上 ， 此 时 R, =K[X1,X2/X1] (x,)， G2, Acsk(xo/x1), 
所 以 5 是 天 的 素 因 子 。 可 是 ， 
p=m, NN KLX, x2) =《xlyx2)， 

即 tr degCCk[xy,X2]/P)/K) = 0 之 1, 这 也 就 是 说 ,htCm, fk[x， 
x2])= 2 之 1，vV 在 K[x1,X2] 上 的 中 心怀 (Xi,X,)， 相当 于 几何 学 
的 一 点 。 | 

考虑 例 17 以 及 例 19， 我 们 给 册 下 面 的 定义 。 
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”定义 7.10 设 有 整 环 S =K[x1,… ,xX,J], 攻 是 它 的 比 域 。 又 设 
2 是 天 的 素 因 子 ，p =m, 门 Y3。 如 果 
tr deg(CS/p)/K) =tr deg(A, /Kk) =n—1, 
那么 ， 称 v 为 对 S 的 第 一 类 梁 轩 子 。 否则 称 v 为 对 S 的 第 二 类 来 
因子 。 
我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 ， 
引 理 1 设 有 整 环 S = [x 是 它 的 此 域 ， 那 么 ， 
对 素 理 想 p 而 间 
tr dogCCS)p) /I) = aegCK/D - 1=n-1<>ht(p) =1, 
证 明 ”用 诺 德 正规 化 定理 ， 选 取 y,… ,Jy,。， 使 1,… ,yn 对 上 
是 代数 元 关 的 ;而 且 S 是 对 Si = Kyi,*… ,yj 整数 相关 的 。 合 Pp = 
J 不 难看 出 ， 
ht《p) = ht(Cpi) (为 什么 ? ) ， 
tr deg(CS/p)/K) = tr deg (CS1/Pp1) /ER), 
因此 ，、 本 引 理 简化 上 成 81,p; 的 情形 了 。 
所 二 。 因 为 S$ 是 唯一 分 解 整 环 ， 所 以 p= (f)，f 是 不 可 分 
解 的 多 项 式 ( 参 看 例 17) ;1 六 1 ,0 。 于是， 不 难看 出， 
tr deg((Si/biD/K) =n -1, : 
一 >。 设 有 素 理 想 bs， 使 0 冬 Pw 持 P41。 那么 ， 爸 Ss= 5S,/ps， 
则 tr degCSs/K) 才 n -1。 易 见 可 
SuyVpi=:9/ (ypbsJ， ht(pyps) 入 1， 
所 以 ， 同 理 得 出 
ideg((SVpD)VD 和 tr deg (8,/k) -1<n -2, 
这 与 已 知 条 件 不 合 。 { 
讨论 根据 引 理 ，K[xi,…,*,] 的 任意 一 个 不 能 加 长 的 素 理 
想 链 (0 等 人 i 持 Ps 持 … 冬 P1， 必定 有 长 度 n。 同 理 可 以 看 出 ， 两 
个 过 理想 ?C9 之 间 的 不 能 加 长 的 素 理 想 链 P 竺 q1 慰 … 持 4, 军 4 必 有 
相同 的 长 度 。 我 们 称 这 种 性 质 为 圭 链 性 。 上 文 说 明了 Kk[x,,…， 
x,J 有 重 链 性 ，。 . 
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定义 7.10′ 如 果 ht(m, 门 S) = 1， 则 称 " 是 对 S 的 第 一 类 于 
因子 ， 此 处 v5 等 是 与 定义 7.10 一 样 的 。 

讨论 ”考虑 满 射 
、 0: KLX1,%% ,XJ-rk Lx, ,=5, 

CCXi) =xYi， 这 里 XXX ,是 变数 。9 = 07~1(0) 是 KLX …,X，] 
的 一 素 理 想 ,Y (9q) 是 r 维 仿 射 空间 4 7 中 的 一 代数 多 样 体 Y ,K[xi， 
,XJ 是 V 上 的 多 项 式 丙 数 环 。 设 ?是 Kfx1,… ,x,] 的 一 案 理 想 ， 
令 " (PD = 9 ， 则 2 (9 = WW 是 V 的 一 子 代数 多 样 体 ， 此 时 有 

ht =1<=>dimW =dimV -1 
《 见 上 面 的 引 理 )。 于 是 ，v 是 对 5S 的 第 一 类 素 因 子 志 >v 在 5 
的 中 心 p 相应 于 一 个 上 -1 维 的 不 可 分 解 的 子 多 样 体 ， 一 般 划 之 ， 
2 一 ?的 对 应 不 是 单 射 (请 看 下 面 的 解说 )。 | 

我 们 更 讨论 整数 封闭 的 环 S 。 整 数 封闭 的 环 也 称 为 正规 环 。 
有 上 下面 的 定理 

定理 7.21 一 个 一 维 诺 德 正规 局 部 整 环 $ 必定 是 它 的 比 域 KK 
的 一 个 一 秩 离 散 赋值 环 。 

证 明 ， 根 据 定理 7.3， 仅 须 证 明 S 是 一 个 正则 环 便 足 够 了 。 
这 就 是 说 ，、 我 们 仅 须 证 明 S 的 极 火 理想 mm 是 一 个 主 理想 ， 以 下 分 
段 说 明 。 

1) 今 mn-1={EK: mcC3Sy。 显 然 ，m-1! 是 一 个 人 模 ， 
m1DS, mcCmm-ICS。 
不 难看 出 ，mm- :是 $ 的 一 个 理想 ， 所 以 mm-: =m 或 5， 

我 们 先 证 明 m-: 二 9， 任 取 aE m，a 古 0， 考虑 理想 (4) 的 简 
咯 准 素 分 解 ， 因 为 8 只 有 一 个 非 适 的 素 理 想 mm， 所 以 (4) 是 一 淮 
素 理想 ，m 是 它 的 相 伞 素 理想 ， 因 此 存在 ce ES， 使 mm =((a):2) 
《 见 定理 6.21 的 证 明 》。 显 然 eE (4a) (否则 (Ca):0) = 5 二 m)， 所 以 
c/aES，c/aEm-:， 因 此 ma 

2) 证 明 mm-: =S。 假 车 不 然 ， 则 mm-~: = m， 任 取 4€E m~!， 
则 emCm。 今 m = (51,…,b,)， 那 么 
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t . ， 
ab, = Dyersbss crESGE1…D。 
. i 


Al 一 0 ee O11 
— Col QO~ Cog "0. ~ C2 . 
det =a! +04!"1+e+01=4, 
TTREITEITELTELLELL EL Dd 
一 Ci1 一 Cr2 7 CC 


即 有 Am = (0) (参见 定理 6,6 的 证 明 )。 所 以 4=0， 也 即 4 对 S$ 是 
整数 相关 的 。 已 知 8 是 正规 环 ， 立 得 m~!CS3， 这 与 1) 相 冲突 。 
因此 mm = 

3) 根据 定理 6.35， 我 们 有 站 m4: =《0)。 所 以 m 寺 m?。 任 取 
a EmNm2。 不 难看 出 am~! 是 S 的 理想 。 我 们 要 说 明 am-:= S。 
假若 不 然 ，amr-!Cm， 那 么 ，aEamr-imCm2， 与 4 的 选取 不 合 。 
因此 am-~! =S。 于 是 站 得 . 

(a) =aS =am>~im = Sm=m, 

即 m 是 主 理想 。1 : | 

讨论 1) 设 5=k[xi,…,xrj] 是 诺 德 正规 整 环 ， 玉 是 它 的 上 比 
域 。 设 "是 对 8 的 第 一 类 素 因 子 , 全 ms 由 S=p， 则 有 htCp) = 
1，S, 是 一 维 诺 德 正 规 局 部 环 ， 因 此 是 一 个 一 秩 离散 赋值 环 ， 自 
然 Ro 二 3S，， rank R, = rank 9 。 应 用 定理 7.4， 立 得 R。=5S,。 
因此 ， 对 5 的 第 一 类 来 因子 2 的 赋值 环 ， 即 是 S 对 高 度 为 1 的 素 
理想 的 局 部 化 环 。 | 

2) 从 几何 的 观点 来 看 ， 当 S=K[xi…，xa] 是 正规 整 环 时 ， 
对 S 的 第 一 类 素 因 子 ， 即 相当 于 代数 多 样 体 丫 的 4-1 维 子 代数 
多 样 体 太 ， 此 处 83 是 站 的 多 项 式 画 数 环 ，m= dimV， 

例 20 取 S=XKL6,b]， 则 SS 不 是 一 个 正规 环 。 这 是 因为 上 E 
KK(K 为 8 的 比 域 )，bES，tES。 仿 p=( 缚 5)， 不 难看 出 ， 
htCp) =1， 但 S, 不 是 正规 环 ， 因 此 5, 也 不 是 一 个 赋值 环 。 | 
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设 了 是 ?4 维 不 可 分 解 的 正规 代数 多 样 体 ， 这 就 是 说 ， 它 的 
多 项 式 醒 数 环 ” =K[x,… ,xr] 是 正规 的 ， 而 且 dim S =n。 我 们 
引入 它 的 所 有 的 n -1 维 不 可 分 解 的 子 代 数 多 样 体 W; 所 生成 的 
自由 交换 群 D(V) 《也 记 为 D(S))， 即 


DOV) -| 于 we me Z, Wi 是 V 的 n-1 维 不 可 分 
有 限 | 


解 的 子 代数 多 样 体 | 


这 个 群 P(Y ) 称 为 了 的 因子 群 ， 其 元 素 称 为 因子 。. . 

任 取 f € 9? ， 考 虑 理想 ( 力 。 我 们 要 说 明 ， 包 含 ( 户 的 高 度 为 
1 的 素 理 想 p 只 有 有 限 多 个 。 这 是 因为 ， 考 虑 (j) 的 简 咯 准 素 分 
解 以 后 ， 不 难得 出 ，?p 必然 是 (7) 的 一 个 孤立 素 理 想 。 以 vio 表示 
与 nn-1 维 子 多 样 体 W 相 对 应 的 赋值 ， 那 么 

to( 力 >0 <> (ECP, p= mo, (5, 
因此 ， 任 取 h=f/gEK(CK 表示 仿 的 比 域 )， 定 义 
(1 = Bw Ch W, 
则 只 有 有 限 多 个 vw (4) 志 0， 所 以 Ch) E DCV) ,这样 定 义 的 上 的 
因子 (jp) 称 为 主因 子 。 显 然 ， 我 们 有 
-hho) = Dv hh IW = D0 Ch W + Eve)W ~ 
= (h) + Ch), 
因此 ， 所 有 的 主因 子 形成 DCS) 的 -个 子玉 F(S), 商 群 
. CCS) = DCS)/ FS) 
称 为 ”的 因子 类 群 . 
. 设 4 的 因子 (4) =0,，h 有 什么 性 质 ? 我 们 先 证 明 

引 理 2 设 S 是 正规 诺 德 整 丈 ， 那 么 任意 的 主 理想 (4) 的 相 
件 烷 理想 Pi 都 有 相同 的 高 度 1 ， 

证 明 ”应 用 KKrull 主 理想 定理 ，(4) 的 孤立 的 相 仲 素 理想 的 
高 庭 都 是 1 。 所 以 只 要 证 明 (4) 没 有 媒人 索 理 想 便 足 够 了 ，。 

假设 (a) 有 相 促 的 索 理 想 ? 竺 9。 对 9 作 局 部 化 后 ， 4aS, 有 相 
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伸 碌 理想 PS, 持 9S,。 根 据 定理 6,21 的 证 明 ， 在 在 ES,， 使 得 
qs, = (aS', :b), 此 处 2Ea8es( 否 则 ， (a89 :0) =5S,)， 于 是 
blqSICaSs, b/s ICS,, 
不 难看 出 ，Cb/a) (9S) 是 S。 的 一 个 理想 。 只 有 两 种 可 能 ， 
1) /a)(9S,) =5,; 
2) (b/a) (95,) C9. 
在 情形 1) 下 ， 存 在 cE9S,， 使 (DJ/a)*e =1， 即 有 
a=be, (ec)=(a$6:b)=950, 
故 ”dim S,<1, 
这 与 5 中 存在 素 理想 链 0 罕 pS, 符 9S,( 即 dim5, 之 2) 不 合 。 所 以 
情形 1) 是 不 可 能 发 生 的 。 
在 情形 2) 下 ， 合 4=b/a，9S。, = (cu…;er)。， 那 么 ， 我 们 得 
出 联 立方 程式 
dc; = > aijoj a€E Si=1,.,7), 


不 难得 出 (参见 定理 7.21 及 定理 6.6 的 证 明 )，d 对 5， 是 整数 相关 
的 ， 所 以 4E S,。 基 5b=adEaS。,， 与 5 的 已 知性 质子 盾 。| 

讨论 ” 当 理 想 了 的 相 促 素 理想 都 有 相同 的 高 度 时 ， 我 们 称 I 
是 不 杂 的 。 在 几何 的 情形 下 ， 不 杂 的 理想 了 定义 的 多 样 体 的 各 个 
分 支 有 相同 的 维 数 。 

定理 7.22 设 $S 是 整 环 ， 那 么 ， 我 们 有 

1) S= mnS,，p 取 所 有 可 能 的 素 理 想 ， 

2) S = 门 $.，m 取 所 有 可 能 的 极 大 理想 ， 

3) 如 果 S 是 正规 诺 德 环 ， 则 S= (15,，ht(p) = 1， 

证 明 1 显然 有 5CS5,，SCN5。。 任 取 4/bES, a,bEe 
S 。 这 就 是 说 aE (六 。 售 p 是 与 {o n=0,1,2,…}) 交集 为 窗 
集 而 且 含有 5 的 所 有 理想 中 的 极 大 者 ， 不 难看 出 ，p 是 一 个 素 理 
想 。 在 S, 中 ，a 是 可 递 元， 上 不 是 可 道 元 ， 因 此 a/bES，， 

2) 任 取 素 理想 p， 设 极 大 理想 mm 二 ph。 显然 有 CS。 
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3) 应 用 定理 7.21，@ ,都 是 一 秩 离 散 赋值 环 ， 今 凡 是 与 5, 相 
对 应 的 赋值 。 任 取 5/a€ 站 S, (htCp) =1)， 立 得 


"(2)>0, » : v0) > 《2)， 


设 (a)， CD 的 简略 准 素 分 解 如 下 ; 
(oa) = 站 7， vi=p, 
(DD=NJ, v 太 =gi。 
应 用 引 理 ， Po ht(9;) =1(Yi,1)。 于 是 
»,(b)>v, (4), ve, Cb)>v4, (0), 
不 难得 出 ， Cyc) 以 及 
(WS ES 
.不妨 说 Pi = qi 如 果 9j 世 pi， 则 令 刀 = S。 经 过 这 样 的 整理 以 
后 ， 由 .| 
(oS,,=1i8,,, CbS,, =J5, ,i 

即 知 liSo PhS, Yie 

现在 要 说 明 . 
TiSe, NS= 让 JiS,, NS=, 
显然 ，1iS，， ns 任 取 cE1IS。 ;站 S， 那 么 6。=+/s， 
a sq cEs, 各 果 万 = S( 即 归 瑟 (pi 时 )， 风 昌 认 ， 机 

。 否 则 了 是 5 的 准 素 理想 ，w1i=91。 由 rf =08, 根据 准 素 理 
ye 即 知 oc E13。 于 是 15S, 由 S=D, 类 似 地 可 证 

Ji3,, NS-= -1 
所 以 ， 我 们 得 出 
D1=1S,, NS SNS=. 

于 是 有 (= NNONN=(), bea), 
即 有 ， v/aE Ss, ‘| 

讨论 在 几何 的 情形 下 ,，8 =K[%1,*… xn 等 于 一 个 代数 多 
样 体 了 的 多 项 式 夯 数 环 、S。 是 在 m 定义 的 一 点 上 的 不 等 于 x 的 
有 理 画 数 环 ， 定 义 7,22 的 2) 的 音义 是 , 在 V 上 有 定义 的 多 项 式 画 
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数 , 即 是 在 各 点 都 不 等 于 co 的 有 理 夯 数 。 

在 代数 的 情形 下 ， 引 用 谱 集 Spec S， 我 们 把 8 的 比 域 天 中 的 
元 素 当 作 在 Spee S 上 定义 的 页 数 ， 把 S 当 作 Spec S 上 的 多 项 式 
画 数 。 那么 ， 定 理 7.22 的 2) 也 有 与 上 面相 同 的 意义 ， 

肝 设 S =Kk[xi,…,xr] 是 正规 整 环 ， 玉 是 它 的 比 域 ，JE 
并。 那么 ， 因 子 ( 月 =0<3>/ 是 $5 的 可 递 元 、 

证 明 ov,(Cp =0< 拓 > (CD =0< 拓 > 让 广 ESi，| 

一 般 说 来 ， 因 子 群 PCS) 是 一 个 很 大 的 自由 交 换 群 ， 提 供 不 
了 什么 有 用 的 数据 ， 而 因子 类 群 CC(5) 是 可 以 表现 一 些 有 用 的 现 
象 的 、 我 们 先 证 明 下 面 的 引 再 ， | 

引 理 3 ” 设 S 是 诺 德 整 环 ， 那么， 下面 的 三 个 性 质 是 等 同 
的 ， 

1) 8 是 唯一 分 解 整 环 

2) 5 的 不 可 分 解 的 元 素 f 都 生成 素 理 想 ; 

3) 高度 为 工 的 素 理 想 都 是 主 理想 。 

证 明 在 S 是 诺 德 环 的 条 件 下 ， 我 们 已 有 分 解 的 存在 性 ， 以 
下 仅 讨论 分 解 的 唯一 性 . ， 

1) 一 >2) 。 设 5S 是 唯一 分 解 的 整 丈 ，f 是 不 可 分 解 的 元 
素 。 设 94E Lf), 即 存在 hk ES, 使 94=fh， 于 是 ，f1g 或 fi1h， 
即 gE (1D 或 he (J)， 因 此 (1) 是 一 个 来 表 想 。 

2) 二 >1) 。 议 


(%) TT#;= Te 


fi,91 都 是 不 可 分 解 的 、 那么 [Toie 《Ci) , 必 有 某 个 gjE 《Ff;) , 即 
fi|9gj。 因 9j 也 是 不 可 分 解 的 ， 不 难 时 出 fi 与 9 相伴。 我 们 从 
〈 关 ) 式 两 侧 消去 fi 以 后 ,应 用 归纳 法 , 便 可 得 出 分 解 的 唯一 性 ， 
2) 一 >3)。 设 ht(p) =1。 取 不 可 分 解 元 fEp ;那么 ( 疙 cp， 
于 是 ( 门 =p。 
3) = 一 >2) 。 取 包含 ( 力 的 极 小 素 理 想 p。 根 据 Krull 主 理 
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想 定 理 ，htCp) =1。 因 此 了 =(y)3f， 交 得 f=gh。 所 以 f,9 是 
相伴 的 ，(f) =p。 1 

下 面 的 定理 告诉 我 们 因子 类 群 的 一 个 用 途 、 

定理 7.25 设 S =K[x1,…,xrj 是 正规 整 环 ， 则 S 是 叭 一 分 
解 的 整 环 <=>C(5) = 0.. 

证 明 ”一 >。 设 化 对 应 于 素 理 想 p，ht(p) =1。 根 据 上 面 的 
引 理 ，p = (f)。 所 以 (参见 例 20 后 而 引入 的 记号 》 


主因 子 ( = Dvw DWi=W. 


立 得 DG(S) =F(S)，C(S)J) = 0。 . 
< 一。 任 取 一 个 高 度 为 1 的 素 理想 P, 合 WW 与 它 对 应 。 闭 么 ， 
存在 / ， 使 
主因 子 (f) =W， 


即 vw(f)= 1， pf, vw (f) =0, YW 在 W, 这 就 是 说 ， 对 于 
任 一 高 度 为 1 的 素 理想 Pi 六 pp， 总 有 JEpi。 利 用 定理 7.22 的 3)， 
立 得 


=18=1 (NN ssNs, )=(N #5,,) ns, 


=(NMN 5s,,)nrs,=° (NN s, Ns, )-ws-w 


这 就 是 说 ， 高 度 为 1 的 素 理想 都 是 主 理想 。 应 用 引 理 3 ， 立 得 本 
定理 。 | 

例 21 设 S=C[Ix,y]/C(x*-yly-1)) 二 C[ 纪 ,天 是 S 的 比 
域 。 

1) S 是 正规 的 。 我 们 只 须 证 明 8 是 C[ 妇 在 天 中 的 整数 闭 包 
CE 关 便 足够 了 。 显 然 ，* 对 C[ 妇 是 整数 相关 的 ,所 以 S 二 CT[ 纺 ， 
在 KK 中 任 取 对 C[ 四 整数 相关 的 元 素 aCy)x+Bl(y)， 些 处 a(y)， 
B(y) EC(Cy)。 它 的 迹 和 范 数 
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TrCa(y)x + PCY)) = 28(y), 
NCaCy)x + BY) = -oy yy -1)) + hy) 
都 应 属于 CLy]， 于 是 
| Bly) ECLY), 
oyyy -1 ECT] 一 > aly)E CTY], 
所 以 S=CLyj]。 . 
2) 设 v 是 对 5 的 第 一 类 素 因 子 ,， 0: Rs~>4v =Ro/Wo=C 
是 典型 映射 。 设 0(x) =a，o(y) =b。 不 难看 出 ，. 
p=msf\S= (x-a,y~b)s, 
即 "对 应 到 曲线 
~y(y-1)=0 
上 的 - 点 (a， 多。 反之 ; 任 取 茹 线 上 的 一 点 (4,b)， 考 虚 素 理想 
x-a,y—b)=P,: 
因为 dimS = dim CL[y]=1， 所 以 ht(p) 志 1。 于 是 显 然 ，ht(p) 
=1。 所 以 S, 是 对 3 的 第 一 类 素 因 子 。 综 上 所 述 ， 因 子 群 D(S) 
即 是 曲线 上 的 点 所 生成 的 自由 交换 群 


(如 wwi: Wi 是 曲线 上 的 点 }. 
3) 任 取 曲 线 上 一 点 《4,5)。 考 虑 下 面 的 多 项 式 
fx =x*+y-a-besS, 
读者 自行 验证 5 的 理想 (f) = (x -4,y-b)。 于 是 
因子 (f) = (a,b)。 

因此 ，C(S) = DCS)/JFCS) = 0 。 所 以 S 是 吹 一 分 解 的 整 环 。 

例 22 设 S =C[Lx, 妇 1/(z2 -8--1)(Y2)》 一 C[ 拉 天 是 
S 的 比 域 。 就 像 上 面 的 例子 一 样 ， 我 们 可 以 验证 

1) 3S 是 正规 的 ， 


2) DCS) = 可 miWi: Wi 是 曲线 **-yCy-D(y-2)=0 


上 的 点 
155, 


3) C(S) 寺 9， 这 就 是 说 ，S 不 是 唯一 分 解 的 整 环 。 为 证 明 
这 一 点 ， 应 用 引 理 3， 我 们 仅 须 证 明 素 理想 (8 不是 主 理想 便 
可 以 了 。 

假设 (5,8) = C9 ,9)). 合 fCx,y) =x?- yy -1)(y-2), 
立 得 

(x,y) = Cg(x,y), fC*, )). 
木 难 看 出 (为什么? .》 . 加 、 
gx,y) =0C0 x + hEY, ac ,BC = G1). 
我 们 要 说 明 (9Cx,9) ,fCx,y)) 由 C[y] = ChCy))， 此 处 
hy = BI -OAD YI- -2 
从 这 里 立 齐 可 以 导出 deghCD 太 1，h(y)EC， 所 以 yE UC9))， 
x,D NCIIIE CG DFE I NCLIY, 
(X,Y ECGC,Y) ,FX Y)), 

设 r(C) 是 (9Cx,y) ,f(x, 四 ) 几 ELy] 中 的 任 一 多 项 民 ， 则 存 
在 alx,y) ,bXz,y)ECEx,yj， 使 . i 
(1) r(y) =aCx, I 9 9) + ox) f(x, D. 

用 欧 儿 里 得 算法 ， 有 

a(x,y) = d(x,y)f (X,Y) 二 (x,y), deg Ge WEL 

代入 (1) 式 ， 得 

r(y) =a’ x,y 9 TD CX yx,Y), 
比较 两 侧 * 的 次 数 ， 不 难看 出 Ei 
degza’ (Xx,y)=1, degzb’'(x,y)=)0 


a’ Cx,y) =6Cx + Ey), 6/ Ge) nn), 
于 是 得 . ,) 
(2) +(y)= Get ert ta sy Dy 2))。 
比较 两 侧 x 的 系数 ， 有 
60= -NAN, 6B+ea=0, 
因为 (0,B)=(1),， 所 以 6=ha, e= 一 4b, z= -40 共 中 Xe 
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Ci]。 代 大 (2)? 式 ， 即 得 
ry) = -hy), 


:习题 


1。 例 R=Crx,y]/(x* -yx:), 证 明 及 是 整 环 ， 试 求 民 
的 比 域 六 的 一 个 第 一 类 素 因 子 .。 
续 上 题 。 证 明 R 不 是 整数 封闭 的 。 
命 尺 =C[x, 妇 /《y? 一 x? +1) ,证 明 RR 是 整 闵 整 环 。 
、 续 上 题 、- 拭 确定 尺 的 比 域 天 的 所 有 第 一 类 素 因子 。: 
， 续 上 题 、 判 断 尺 是 否 唯 一 分 解 整 环 。 
设 题 3 中 整 环 R 的 比 域 为 上 。 双 设 *,y 在 典型 映射 下 
在 有 将 的 银 汶 酒 注 ,会 了 = 一 3:+527E€K， 试 计算 了 的 主因 子 (f)， 
7 扫 f(x, 站 是 CLX, 级 内 不 可 约 多 项 式 ， 由 它 生成 的 理想 
(f/3》 对 应 的 不 可 约 代数 多 样 体 (/) 上 每 一 个 点 都 是 平滑 的 。， 例 民 
=CE%5 轨 /C(x,2)), RR 的 比 域 K 的 因子 群 中 一 元 素 


0= Zn | | 
其 次 数 定义 为 tesa- Dn 如 果 所 有 n>0, 则 a 称 为 下 因子; 


纵 定 因 于 0; 合 LCa) 表示 下 中 淇 足 如 下 条 件 的 元 素 4 所 成 的 集 
合 : (2) +9 为 正 因 子 。 证 明 Ca) 是 域 C 上 的 一 一 个 线性 空间 。 
8， 续 上 题 。 设 <EKNC. 合 
Co= BD) vOW, CD-= 六 vw Cu) W, 
’ vow.)>0 aa 


证 明 ，deg Ca)0= deg = [KR:CCu)]， 从 而 degu= 0， 


mm 
。 oo 


a 
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第 八 章 “Dedekind 整 环 


81 定 义 
本 章 的 题材 主要 源 自 “代数 数论 ”及 “ 仿 射 代数 曲线 论 ”。 
仿 射 代数 曲线 加 上 无 穷 远 点 集 即 是 射影 代数 曲线 ， 也 即 相 当 于 歼 
曼 曲 面 。 因 此 ， 本 章 的 结果 可 以 应 用 到 数论 、 儿 何 学 及 复 变 画 数 
设 K 是 Q 的 有 限 代 数 扩 域 。 我 们 变 研 究 K 的 代数 整数 环 5。 
显然 ，S 应 该 包含 1 ，S 应 该 以 X 为 比 域 ，S 应 该 是 整数 封闭 的 
( 即 S 是 正规 环 ) 。 在 上 面 的 三 个 自然 条 件 下 ，S 的 自然 选择 应 
该 是 Z 在 K 中 的 整数 闭 包 。 此 时 ，S 是 一 维 正 规 诺 德 整 环 (参见 
定理 6.7 与 6.23， 以 及 下 面 的 定理 8.3) 。 
设 t 是 一 个 常数 域 ，C 是 一 个 一 维 仿 射 正则 代数 曲线 ，S 是 
C 的 多 项 式 夯 数 环 ，S =K[x1,… ,Xn]。 这 时 ，S 是 一 个 正则 环 ， 
苑 对 任意 的 极 大 理想 ?而 昔 ，9，, 是 正则 局 部 环 。 由 于 8S 是 一 维 
的 ， 所 以 ht(p) = 1。 根 据 定理 7.21，S, 都 是 赋值 环 ， 因 此 都 是 
整数 封闭 的 ， 根 据 定 理 7.22， 我 们 知道 
. S= NS,, 
因此 5S 也 是 整数 封闭 的 (事实 上 ， 只 要 S 是 正则 诺 德 环 ，5 一 定 
是 正规 的 )。 所 以 S 是 一 个 一 维 正 规 诺 德 整 环 。 
综 上 所 述 ， 我 们 给 出 如 下 的 定义 ， 
定义 8.1 设 D 是 一 个 整 环 ,， 若 DD 适合 下 面 的 条 件 ， 
1) 口 是 诺 德 环 ， 
2) DD 是 正规 的 ， 
3) dimD<1, 
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则 称 之 为 Dedekind. 整 环 。 
讨论 1) 如 果 dimD =0， 则 DD 是 域 ， 如 果 dim = 1， 则 力 
是 一 维 正规 诺 德 整 环 。 ， 
2) Artin 环 的 定义 是 什么 ? 上 
在 本 节 里 ， 我 们 将 证 明 Dedekind 整 环 的 一 些 等 价 的 定义 。 
先 引 入 “分 理想 ”的 概念 。 设 8 是 一 个 整 环 ， 天 是 它 的 比 域 ， 了 
是 天 的 一 个 子 集 ， 而 且 是 8 模 。 如 果 了 的 所 有 元 索 有 一 个 公分 母 
4 ， 即 JC(Ld)S， 那 么 ， 了 就 称 为 一 个 分 理想 。 显 然 ，S 的 理 
想 了 有 公分 母 1 ，TCS， 所 以 了 是 一 个 分 理想 。8 的 理想 了 也 称 
为 整理 想 。 形 如 (4/5)S 的 分 理想 称 为 主 分 理想 。 
固定 了 S 以 后 ， 仿 和 是 所 有 分 理想 的 集合 。 那 么 ， 在 .8 中 有 
自然 的 “+ ”…“， ”人 2” 稳 运算 。 我 们 可 以 定义 运算 “:”(〈 即 
“ 比 ”); 四 
J :Js={a: a€K, afsCh}. 
不 难看 出 ， 刀 :Js 是 一 个 S 模 。 设 用 三 (0), 合 是 几 的 公分 母 ， 
任 取 DEJ b 夺 0， 显然 有 db(J1:])CS， 所 以 当 J, 夺 (0) 时 ， 
用 :也 是 一 个 分 理想 、 
对 “。” 而 首 ，S 显 然 是 7 的 么 元 ; S7= 7/ 我们 定义 非 等 
的 分 理想 了 的 氢 揽 元， 
-l={a: aJCS}=S:], 
请 注意 ，7 广 :不 一 定 千 于 8 ， 当 JJ =S 时 ,我们 称 ] 是 可 六 
的 。 当 7 为 非 才 的 主 分 理想 (a/0)8 时 ， 
三 = (ia)S， 77- =S， 
故 了 是 可 逆 的 。 
我 们 先 证 明 一 些 引 理 。 
引 理 1 设 Je.z。 如 果 刀 是 了 的 一 个 乘法 道 元 ， 则 
太 = 三 ， 
证 明 设 刀 是 了 的 乘法 邀 元 ， 则 /SS。 那 么 六 CS:J = 
1:。 我 们 双 有 8S:J= 帮 JS:DC1S=7， 所 以 三 = 广 | 
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外 镍 2 如果 每 - 大 震 整 理想 1 部 是 可 澡 的 ， 邦 么 {C0)} 
一 个 乘法 群 。 - 
证 明 取 JE.YN(0)}。 则 存在 a 使 J=/D1, -此 处 I 
一 个 整理 想 。 显 然 ， 
=a UT /DIT =S), | 


引 理 3 每 一 个 可 小 的 分 理想 ] 必定 是 一 个 有 限 S 模 。 
”证 明 已 知 nt 那么 , 容 在 有 限 集 {a1} {eC 
三 5 使 

Shaia' =1。 

任 取 2EJ， 显然 a41€ 5S。 于 是 

a =a laa = SCaa')ai, 

见 {oi} 是 了 的 生成 元 集 ，1 和 

引 理 4 设 卫 ， ,1 是 整理 想 ， 是 可 用 的 ， 那么 每 个 
1 =1， 0) 都 是 可 邀 的 。 : 

证 明 Ta 2 |! 


引 理 5 设 P,…,Pa 是 可 逆 的 素 整 理想， ,01 是 业 
理 仍 ， 


(%) lIr= lo:. 


那么 ，n=!， 且 缀 过 整理 以 后 ， 有 P= spa = qn。 ， 
证 明 设 中 是 {pi,… ,ps) 中 的 极 小 者 。 由 于 


Pi IIy 二 TIa， 一 


所 以 必 有 某 个 qj 己 玉 ， 同 理 ， 必 有 某 个 * ” 
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由 pi 二 91 二 pe， 立 得 pi = qi = bi。 在 ( 关 ) 式 两 侧 乘 以 Pi ， 应 用 
归纳 着 立 得 本 引 理 ，: : 

引 理 6 设 S 是 ,正规 诺 德 整 环 ， cs 设 Pp 是 主 理想 sa 的 
、 相伴 素 理 想 。 如 果 ? 是 一 个 极 大 理想 ， 那 么 ，p 是 可 逆 的 。 

证 明 假设 9 不 是 可 递 的 。 那 么 CPCS:p) 挟 9， 因为 Pp 是 
极 大 理想 ， 而 pCS:p) 是 .5S 的 理想 ， 所 以 p= p(S:p), 于 是 ， 任 
取 +&€ (38:p)， 则 有 rpCp,.. 因为 8 是 诺 德 环 ， 所 以 可 使 

i P= (bi 局 
不 玲 关 出 ， 我 们 得 出 一 组 联 立 方程 式 


二 = 3 iiby, oyES Gi=1,.,n), | 


所 以 ， r 适合 fot] 的 特征 多 项 式 


| at (te) = 0 
因此 7 对 5S 是 整数 相关 的 。 已 知 5 是 :正规 的 ， 所 以 rES- 于 是 ， 
Ss: pS, 


又 显然 (3 : PDI, : 均 有 (S 3p = = 以 及 (Sa: pb) = Sa。 以 下 我 们 
要 证 明 ， 在 诺 德 环 里 ， p 为 极 大 理想 ， 那 么 (Sa: p) = 站 与 PD 是 
Sa 的 相 件 崇 起 息 ， 之 党 泵 能 相 容 。 
合 Sa= 从 9 是 Sa 的 简略 准 来 分 解 ， Va 中， 设 qup 1 
我 们 有 | 
Sa (Saipy= Las 2 9apt 
= 《fq9:p' = NC9e:p' Y= NCC0i:p) NS). 
显然 (q:p1) 站 8S =S。 我 们 要 说 明 (qi:p) 站 Sq Vi 守 1)。 这 
只 要 说 明 (qi:p) 站 SCqi。 任 取 bE 《qi:P) 人 5S， 则 bpCqi。 假 车 
bEqi, 由 于 是 有 限 生成 的 理想 ， 必 有 充分 大 的 整数 中 ， 使 
-CgqiCwgq9=p  、 
于 是 ?CCpt。 而 ,9 是 极 大 理想 ， 所 以 ?= Pi 这 与 简 路 准 素 分 解 
的 定义 相 这 盾 。 因 此 必 有 :5E 9， 基 . 
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(qi1:p) /NSCq 
于 是 ， 我 们 得 出 了 Sa 的 另 一 个 简略 准 素 分 解 ， 


Sa= 门 q。 


iwl1 


这 是 不 可 能 的 。 | 

引 理 7 设 S 是 一 个 诺 德 整 环 。 如 果 8 的 每 个 极 大 理想 都 是 
可 逆 的 ， 那 么 ， 每 一 个 非 零 的 理想 了 都 是 8 的 极 大 理想 的 乘积 。 

证 明 设 有 一 个 非 震 的 整理 想 不 是 极 大 理想 的 乘积 ， 根 据 诺 
德 环 的 条 件 ， 必 有 一 个 整理 想 1 是 适合 此 种 条 件 的 整理 椒 中 的 极 
大 者 。 自 然 ， 了 不 是 极 大 理想 。 设 1 持 m，m 是 极 大 理 想 。 考 虑 
m-1T。 显 然 有 ITCm-UCS。 

假若 [= m-!， 立 得 m1 = TI。 应 用 中 出 引 理 的 证 明 ， 易 于 得 
出 ， 存 在 4aEm, 使 (1 -a)1=(0)。 那么 T= (0)， 与 7 是 非 堆 
整理 想 矛 盾 。 所 以 后 m-!1。 根 据 1 的 选取 ， 


m-1I = 了 [mb | 
这 里 mi 是 8 的 极 大 理想 ， 即 T= mTTmi. 这 与 1 的 选 法 矛盾 . 


请 注意 下 面 的 定理 的 条 件 3)。 一 般 阅 来 ， 在 代数 整数 环 里 ， 
没有 不 娄 的 只 分 解 定理 ，Kummer 发 现 了 “理想 的 唯一 分 解 定 
， 鸡 补 了 部 分 缺 城 。 

定理 8.1 设 DD 是 一 整 环 。 那 么 ， 下 面 的 三 个 条 件 是 等同 


1) 已 是 Dedekind 整 环 ， 

2) 如 果品 不 是 域 ， 则 7\C0) 是 一 个 乘法 群 ， 

3) 每 一 个 理想 /可 以 唯一 地 写成 来 理想 的 乘积 L= 工 ph。 

证 明 1) 一 >3)。 我 们 只 须 讨 论 忆 不 是 域 ，1 王 (0) 的 情形 。 
于 是 ，dim D =1， 任 取 一 个 素 理 想 ?# 寺 (0)， 那么 ，p 是 一 极 大 理 
想 。 任 取 0 冯 caEh。 显 然 ,p 包含 D4 的 一 个 相 伸 素 理想 ! 因此 ? 
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是 Da 的 一 个 相 伸 业 理想 。 我 们 应 用 引 理 6 ， 得 出 ?是 可 逆 的 。 
再 应 用 引 理 7 ， 得 出 每 一 个 理想 了 都 是 极 大 理想 的 匀 积 ;又 根据 
引 理 5 ， 得 出 乘积 的 唯一 性 。 
3) 一 >2)。 仅 须 证 明 每 一 个 非 雾 的 分 理想 1 都 是 可 逆 的 。 设 
JC (CUVd)D。 不 难看 出 ，dJ = 了 是 忆 的 理想 。 命 
| TI=T[p， C0) = TEa;. 
我 们 先 证 明 每 一 个 非 雳 素 理 想 ? 都 是 可 省 的 。 任 取 0 六 aEp， 设 
Sa = [pcp， 
由 于 主 理想 都 是 可 逆 和 的， 应 用 引 理 4， 那么， 每 个 9; 都 是 可 洲 
的 。 此 时 ,PP 必 包 含 某 个 Pr， 所 以 我 们 只 要 证 明 : 在 3) 的 条 件 
下 ， 每 一 个 可 闻 的 素 理想 都 是 极 大 理 想 〈 如 此 ， 则 p 卫 p 4 一 六 
=P1 二 >P 可 逆 ). 
任 取 bED\p1，p1 是 一 个 可 道 的 素 理想 。 沽 虑 
- p+Db, p+Db’, | 
根据 条 件 3) ， 我 们 有 下 式 
bi +Db= 11a’, pi +Db?= TIa’, 
此 处 904,91 都 是 素 理 想 。 自 然 ， 9 和， 作 典 型 映射 
0: 了 -> 且 / 人 1， 立 得 ' 


D5= op +Db) = Tot 
D5 = op + Di = TIa?/p’, 


利用 引 理 4 ， 主 理想 D5 与 万 5? 都 是 可 递 的 ， 于 是 qi/p1,9q9/H 
都 是 可 逆 的 素 理 想 ， 但 (D5)* = 万 52， 应 用 引 理 5 ， 即 知 {9?/p'} 
是 {q4/P1} 的 两 信 重 复 ， 即 有 
vicpt +Db: = TTo? = (TTo!) = Cp + Db):C Gp) + Do, 
任 取 cEP， 由 上 式 即 知 ， 存 在 d1,dsEPpi，sED， 使 
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. “C=dd,+sh, 
因为 bEpi， 所 以 sEp1。 于 是 PC + pd, 即 有 - 
pi=(pI)?+pib=pipI +Db), ~ . 和 
由 于 冰 是 可 道 的 ， 以 (p1 ) 乘 上 式 ， 得 D=pi+Db. 过 就 是 
pi 是 极 大 理想 ， : 
上 面 已 证 明 ， 每 一 个 来 理 椒 ?1,9; 都 是 可 迹 的 。 回 到 起 始 
处 ， 


J=4d-!1 =1CDd)-!= I (Ts) = Holler 


是 可 逆 的 。 

2) 一 >3)。 应 用 引 理 4 ， 即 知 忆 是 一 诺 德 环 ， 应 用 引 旬 7 ， 
即 知 每 一 个 非 雾 的 理想 都 可 以 分 解 成 素 理想 的 乘积 ,再 应 用 引 理 
5 ， 得 出 分 解 的 唯一 性 。 

2) 与 3) 一 >1)。 各 果 站 锌 ， 则 是 Dedekind 台大 ,我们 
仅 须 考 虞 DD 不 是 域 的 情形 。 

应 用 引 理 3 ， 立 得 了 是 让 诺 德 环 。 先 证 叫 是 一 维 的 ， 应 用 引 理 
7 ， 我 们 可 把 任意 的 非 夫 素 理 起 了 写成 了 mt，m 是 极 大 理想 ， 
立 得 ?包含 一 个 极 大 理想 ， 因 此 必然 等 于 这 个 极 天 理想 。 所 以 也 

现在 要 证 明 万 是 正规 的 ， 应 用 定理 7.22， 我 们 仅 须 证 明 D， 
是 正规 的 ， 此 处 p 是 任意 的 非 零 素 理想 。 只 要 证 明 D。 是 一 个 赋 
值 环 就 足够 了 。 任 给 aED， 今 


(=p" TP, pip, 
定义 2(4)=n。 又 荐 10(2) =l， 那 么 
Ca/b) =p < TIe’, 


定义 Ma/b = -1L=2 (Ca) -uv(b)。 显 然 V 是 一 个 一 秩 离 散 赋值 . 
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现在 我 们 要 说 明 ， 的 赋值 环 及。 = D,。 不 难看 出 ， 
- vb) = "ED, 
此 处 5ED， 因此 R。 一 D,， 又 设 


TER,, abeD, () =p" TIp:…，(D =PTIp，。 


则 ”之 !， 那 么 
(a/byD, =p"-1D,, 

即 存 在 c,4ED， 使 
了 = cb dED\p, 
也 即 4/5ED,。 所 以 Ru = D,， 因 此 DD 是 正规 的 。| 

定理 8.2 设 D 是 诺 德 整 环 。 2 D 是 Dedekind 整 环 所 > 
任 取 极 大 理想 9， Db, 是 赋值 环 。 

证 明 .如 果 忆 是 域 ， 则 无 可 证 之 处 ， 设 DD 不 是 城 ， 

一 >，P 的 高 诬 是 1 ， 应 用 定理 7 21， , 立 得 。，、 

< 生生 。D, 是 诺 德 环 。 应 用 定理 7， 3， 立 得 dimD, =1(YP). 
所 以 dimD =1( 定 理 6.26)。 双 根据 定 理 7.22, 立 得 D 是 正规 
的 。 | 

例 1 用 第 七 章 的 例 22。 合 

.D=C[x,y) /Cx yy -1)y- 2)). . 
不 难 验证 ， 万 是 一 一 维 正规 诺 德 环 ， 即 Dedekind 整 环 。 在 例 22 中 ， 
我 们 已 经 知道 也 不 是 一 个 叭 二 一 分 解 的 整 环 。 但 是 了 的 每 一 一 个 理 
想 ， 都 可 以 分 解 成 素 理 想 的 唯一 一 乘积 。 例如 ， 考 氏 理 想 (9)。 . 现 
在 我 们 要 说 明 - 
| (9) = #9) 

显然 . .99-1)9-2) ED), 
所 以 (的 (8， 3 ,382 = (3,8)?。 又 有 - 


9 = 89) € (5 的 2 
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立 得 (3) = (5,9)?， 从 儿 何 学 的 观点 来 看 ， 这 无 非 是 说 ，y = 0 定 
义 的 曲线 与 ** -yl(y -1)(y 一 2) = 0 定义 的 曲线 ,在 (0,0) 点 有 
一 个 重 数 为 2 的 交点 而 已 。 

例 2 今 S=2Z[Iw-3]， 此 时 $S 不 是 正规 的 ， 因 为 

o=C-1+w -3)/2 
在 S$ 的 比 域 QL[w - 3] 中， 而 且 适 合 
(1) w+wW+1=0, 
但 是 不 在 S 中 。 例 D=2[。o]。 不 难看 出 ，D 是 一 个 诺 德 环 . 现 
在 要 说 明 DD 是 正规 的 ， 

任 取 4+bo€E Q[6]=Q[w -3]，4,bEQ， 众所周知，w? 也 
适合 (1) 式 ， 与 呈 共 斩 。 因 此 4a+bjo" 与 + 如 . 共 罗 。 由 此 可 以 
算出 

Tr(a +bw) =(a+po) + (a+bw?)=24-b, 

N(a +bw) = (a +bw) (a+bw) =a+b? ~ ab, 
设 4+bw 是 对 Z 整数 相关 和 的， 那么 ， 4a+ bw? 也 对 2 整数 相关 ， 
所 以 24a-bEZ, a+b?-abEZ, 即 有 


(2) 24-b=n, PEZ， 
(3) a+b-ab=l, leZ, 
解 出 (2) 式 中 的 上， 代入 (3) 式 ， 整 理 后 ， 得 
(4) (3a)?— 3n(30) +3Cn -1) =0, 


因 2 是 整数 封闭 的 (正规 的 )， 所 以 34E Z。 由 (4) 式 亦 知 3134， 
所 以 a Z。 立 得 bEZ。 这样, 我们 证 明了 D 是 Z 在 Q[o] 中 的 
整数 闭 包 ， 因 此 是 正规 的 。 所 以 DD 是 一 个 Dedekind 整 环 ， 也 就 
是 QEV 二 3] 中 的 代数 整数 环 ，| 
”定理 8.2 建 立 了 Dedekind 整 环 与 赋值 论 的 联系 我们 更 进 
一 步 地 发 展 两 者 的 关系 。 

设 D 为 Dedekind 整 环 。 兮 忆 为 D 的 比 域 K 的 所 有 在 D 上 为 
有 限 的 非 平 凡 的 赋值 的 集合 。 今 Ru 是 "的 赋 值 环 ，m。 是 R。 
的 极 大 理想 。 今 # = mo 人 忆 。 不 难看 出 ，Rv = D,( 定 理 7.21)。 
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因此 妇 是 一 秩 离 散 赋 信 ， 其 
CK) 三 中 的 赋值 " 都 是 一 秩 离 散 赋 值 ， 
又 根据 定理 7,22， D= ND, = NR,, 即 
(K。) D 是 所 有 Rs 的 交集 (VE FF) 


任 取 0 夺 a€E D， (a) = TTp:'。 那 么 , 当 p 寺 Pi《 Vt) 时 ，v, 《a) = 


0。 因 此 有 
(XK,》 任 取 0 在 4a€ D， 除 了 有 限 多 个 VEF 外 ，v(a) = 0， 
我 们 还 有 . 
(K4) 任 给 zE F, 恒 有 pCD, 使 R,=D，。 
一 般 地 ， 我 们 有 下 面 的 定义 ， 
定义 8.2 ”任何 一 个 整 环 , 适合 上 面 的 条 件 (K1), (Ks), (Ks)， 
《K,)， 则 称 为 一 个 Krall 整 环 .下 中 的 赋值 ?2 ， 称 为 万 的 主要 冉 
值 。 
讨论 1) 上 面 的 讨论 说 明了 ， 任 意 的 Dedekind 整 环 都 是 
Krul 整 环 。 
2) 可 以 证 明 ， 下 = {D,: htGp) =1}, 
3) 可 以 证 明 ，Krull 整 环 万 是 Dedekind 整 环 > dim DD 之 


4) 任意 正规 诺 德 整 环 都 是 Krull 整 环 。 | 

以 下 ， 我 们 仿照 第 七 章 8 6， 构 造 Dedekind 整 环 的 因子 类 
群 。 我 们 将 仅 应 用 条 件 (K,) , (Ks) , (Ks) ,CK,))， 所 以 ， 下 面 的 讨 
论 可 以 自然 地 推广 到 Krull 整 环 上 。 

我 们 全 Dedekind 整 环 8 的 因子 群 


DS) = { Dniw: ni€E2, werF\, 
| 有 限 
其 中 如 前 所 进 。 任 取 4ES， 合 4 的 因子 
| Ca) = Dy vi vi, 
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应 用 (区 )， 上 式 右 端 是 有 限 和 ， 因 此 (a)ED(SJ。 命 
FS) ={ Dniken): wes, 
有 限 


即 为 由 因子 (4a) (aE 5S) 生 成 的 子 群 。 定 义 S 的 因子 类 群 为 
CCS) =D(S)/F(S)。 

因子 类 群 又 称 为 理想 类 群 . _ 
， 当 Dedekind 整 环 S =K[x,…,xo] 时 (此 处 大 是 域 )， 这 里 定 
义 的 因子 类 群 与 第 七 章 8 6 定义 的 因子 类 群 是 完全 一 样 的 ,因为 一 
个 赋值 ， 只 要 在 8S 上 是 有 限 的， 必然 是 一 个 天 赋值 。 ， 

仿照 定理 7.22 的 系 ， 我 们 也 可 以 主 明 ; :因子 (a) = 0 人 > 4 是 
S 的 可 逆 元 ， 在 这 个 证 明 中 ， 我 们 须 应 用 (Ks)。- 
-仿照 定理 7.23， 我 们 可 以 证 明 ，S 是 唯一 分 解 的 整 环 专访 
CS) =0., 和 
” 有 兴趣 的 读者 ， 请 参考 华罗庚 著 《 数 论 导 引 》 第 十 六 章 “ 代 
数 数论 介绍 ”中 有 关 “ 单 位 数 ”( 即 上 面 提 到 的 可 着 元 )。、 “理想 
类 数 ” 的 讨论 ， i 
例 3 我 们 在 
第 一 章 8 5 中 , 已 
经 证 明了 2Z[ 洒 是 
”一个 欧 几 里 得 整 环 
《 即 存 在 欧 刀 里 得 
”算法 的 整 环 ) ， 因 
此 是 一 个 唯一 分 解 
前 整 环 ， 所 以 

CZ[i]) =0, 
. :.，. “现在 我 们 返回 

天 8.1 去 考虑 例 2 ， 证 明 

C(Z[w]) = 0。 证 法 与 第 一 章 $ 5 类 似 。 我 们 上 先 在 复 平面 上 ,对 任 
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取 的 di +-dao 反 0， 作 图 8.1 所 未 的 网 格 。 不 难 看 出 ， 任 给 一 
a=ar+dia 必然 在 某 一 网 格 之 中 。 网 格 是 边 长 为 VN(Cd + dao)》 
的 正 蒜 形 ， 于 是 必 有 一 一 网 格 点 +bew) (di+dz0) 与 0 的 距离 小 
于 边 长 ， 即 
NCa— (b+bsw) (d+ ds0)) <N(di +deo)。 
合 r=C-(p rpogedi t+ dyw0) ,B=6+50， 得: 
a=P(d +d0) +r, NCO)<NGd, + d,0), . 
所 以 ， 立 得 和 [oj] 是 一 个 欧 几 里 得 整 环 。 于 是 它 是 一 个 唯一 分 解 
的 整 环 。 所 以 CCZFoT) = 0， 
现在 来 计算 Z[w] 的 可 复元 。 不 难看 出 ，di +do 是 可 敌 元 
<>N(d, +d, 20) = (di +d sw) Cd +dao2) =1,。 经 进 一 步 计算 得 
(di + ds oO) Cd tdw) = (df +d2) -ddy=1, 
在 Z[oj 中 ， 满 足 上 式 的 心 +do 只 有 并 土 1, 诗 ,+ C1.+0)},. 即 
是 {1 +w ; +.02}, | . i ， . 
. 例 4 ”我们 用 例 3 的 结 # 呆 来 解 关 费 马 问题 的 一 个 部分， 下 列 
和 区 ; : 
1) 四 , oa 
的 整数 解 x,y,z， 必 然 是 xX,y,2 三 者 之 一 为 项。 这 肯 是 说 ，> 2 
= 必定 是 “ 平 几 解 ?2 
我 们 进一步 研究 Z[o] 的 算术 结构 ， 合 4=1 一 0 志和 
N(C4) = -0 -0)=1-0- + =3, 
3 是 素 整 数 ， 不 难 由 此 扒 知 4 是 不 可 分 解 的 。 现 在, 我们 计算 
Z[6]/(4)， 显然 . 
| WNZ=43), 
ZLoN/CAMZLXN/ Cx tx +t1,1—x) 
L/DELXI/ XI tx+1,1 -x) 
~ ZNDEXI/ -x 2/ (3), 
所 以 ， 任 取 4E€ Z[40]，4 三 0 或 1 或 -1(mod 14)。 
我 们 考虑 (1) 式 的 非 平 凡 的 解 组 x,y,z 的 两 促 情 形 ; “全 xyz， 
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或 4 | xyz。 1 
1) 4+ xyz。 于 是 xy)2 吐 士 1(mod 4)。 代 人 (1) 式 得 
+1+1l=+1(mod 13)。 
但 是 3 = -oz12， 所 以 入 + 3。 因 此 不 可 能 有 上 式 。 
2) 4 | xyz。 如 果 有 这 种 不 平凡 的 解 组 ， 那 么 ， 我 们 可 以 选 
取 其 中 一 组 ， 使 xyz 有 最 少数 目的 不 可 分 解 的 因子 。 不 妨 假设 
4 1z。 那 么 


4|x 所 > hly 一 > 才 , 交 ,元 是 因子 数 更 少 的 解 组 ， 


所 以 4 个 x，4 直 y。 设 2=4'v， 和 Vv。 考虑 下 面 的 比较 广义 的 命 
题 ， 设 42 是 Z[o]j 的 可 逆 元 ， 那 么 ， 下 面 的 方程 式 
(2) x yp = 0， sl1,， xXyIE0, A XY 
在 QZG[o] 中 无 解 。 
现在 我 们 来 证 明 这 个 命题 。 假 设 存在 满 趾 (2) 的 解 组 x*,y,?。 
对 于 s=1,2,…，(2) 式 给 出 一 系列 方程 。 考 虑 所 有 这 些 方程 
的 所 有 可 能 的 解 ， 从 其 中 选择 一 组 *,y,2， 使 x 九 的 因子 数目 为 
最 少 。 读 者 容易 证 明 ，x,y, 不 可 能 都 是 ZI 的 中 的 可 适 元 (因为 
这 些 可 逆 元 的 立方 稍为 +1)。， 如 果 *,y 有 不 可 分 解 的 公 因 元 0， 
那么 ，a | v， 这 样 ，x/4,y/4,v/0 叉 是 一 组 解 ， 而 且 因子 数目 更 
少 。 所 以 ， 在 我 们 的 选取 下 ， 必 有 
(x,y) = (Yy,0) = (x*,0) = (1), 
因为 x? + 六 二 Xx3 + 六 +Hh3:03= 一 0(mod 4)， 所 以 ， 
x=+1(mod 办 ， ys=1Cmod 4) 《为 什么 ? )。 
不 妨 售 X=1+h4,， y= 一 1+M0， 此 处 4,bEZ[0J, 代入 x3 
后 得 (请 注意 3 = - 03%?，w==1(mod 人 ))， 
x3 + y= 3ACa +0) +3NCa2— br) +A(as + bs) 
= wa +b) + (a +0)) 
= ~ (a +b) + (Cas +b)) (mod 44), 
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双 不 难看 出 ，as -~ as=0(mod 4)，03 - 50Cmod4)， 因 此 
Xa 十 ya==0(mnod 44), 
结合 (2) 式 ， 即 知 5 之 2。 
《2) 式 双 可 以 改写 如 下 
(3) CX+HD HO + OY) = — pA v3, 
在 x==1(mod4)，g== -1GCnod 人) 的 假设 下 ， 不 难看 出 ， 
Ajx+ty, 4xtoy, | x+To2y。 

今 


和/ 


XxX+wy ; _ W(x +wry) 
> 


则 有 x ,y ,z’ EZLIo]。 因 为 
(1 ~ 0°)%= Ax’ -Avwy’, 
所 以 x/,y’ 的 公 因 子 必然 是 x 的 因子 。 同 法 可 证 8 必然 是 y 的 
因子 。 因 此 《x ,y’) = (1)。 经 同样 的 计算 ， 可 得 
| (x’ ,2 ) = (Cy ,2 )=(1), 
《3) 式 可 以 重新 写成 
(4) : Wyss-1>1, 
又 容易 看 出 
(5) xX’ +y +2 =0, 
因为 % ,y ,zx 无 公 因 子 ， 所 以 ， 从 (4) 式 立 得 
(6) X=, yy =pyl, 2 = p40}, 
此 处 志 ;ha,5% 是 可 北 元 。 又 知 4 整 除 x’,y’,z 之 一 ， 不 妨 设 
4iz’， 由 (4) 式 即 知 
| 2 = pM yy,, 
这 里 是 可 洲 元 ,4 和 vi。 代入 (5) 式 ， 立 得 
(7) Px + Hay? + beds -ly =0, 
其 中 3-1] 之 1]， oO， AF xy 
《7) 式 与 (2) 式 是 十 分 类 似 的 。 我 们 不 难 证 明 pb = 土 ja。 事 实 
上 ,把 (7) 式 mod 如 ,利用 ,二 +1Cmod 4 以 及 入 :和 都 是 可 道 
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元 ( 即 只 能 是 土 1 , 土 %, 土 0?)， 即 可 得 出 p41 = +h。 用 所 去 除 (7) 
式 ， 立 得 
(8) XI + CE +H A N=0 .i 
此 式 与 (2) 式 完全 相同 ， 即 x1, 土 ys01 是 形 如 (2) 式 的 方程 的 又 一 
组 解 ， 而 且 具 有 较 少 的 不 可 分 解 的 因 字 数目 ， 这 就 是 我 们 所 要 要 
的 矛盾 ， 
习 题 

1。 设 R 是 整 环 ， 如 果 对 于 的 每 个 极 大 理 想 m，R。 都 是 
D.V.R.， 旦 对 每 个 非 喜 元 素 4E R， “中 只 有 有 限 允 个 极 大 理想 
包含 a ， 证 明 尺 是 - Dedekind 整 环 。 : 

2。 设 D 是 Dedekind 整 环 ,a 是 九 的 非 堆 理想 。 证 明 pya 
中 每 个 理想 都 是 主 理想 。 由 此 导出 局 的 任 一 理想 都 可 仙 至 多 两 个 

3。 证 明 只 有 有 限 多 个 极 大 理想 的 Dedolind 上 环 是 P. 1. 
D,, i . 

4.。 设 R 是 局 部 整 环 ， 但 不 是 域 ， 并 大 要 吓 主 下 
且 


站 mn" = {0), 


证 明 R 是 离散 冉 值 环 。 

5。 设 R 是 整 环 ， 举人 明太 的 分居 机 地 玖 委 和 不 
一 有 

6. 设 丸 是 诺 德 整 环 。 证明; a 证 的 分 时 < 是 有 了 
及 模 。 

7， 这 一 个 是 9 晤 及 的 分 下 这 下 下 直 三 条 
价 的 : 

CD a 是 可 洲 的 ， | 活 和 和 

《2) a 站 是 有 限 R 模 ， 关 且 对 的 任 一 来 理想 p, 邯 有 aR, 可 
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《3) 9 是 有 限 民 模 ， 并 且 对 RR 的 任 一 极 大 理想 m， 都 有 oR， 


8。 在 本 节 例 1 中 ， 将 (2) 分 解 为 素 理想 乘积 。 
.9、. 证 明 ZFw 2 ] 是 整数 封闭 的 。- 
10， -证 明 :Z[w 2.] 的 因子 类 群 为 适 。 | 
11。 证 明 ZLe’"Ys ] 是 欧 几 里 得 环 。 
12， 设 D 为 Dedekind 整 环 ，a,b,t 为 了 DD 的 理想 。 证 明 
01) af (b+e) = (afb) +Cafl os 
C2) a + 60 = (a+0) NN Ca +0, 


8 2 整数 扩 刘 


代数 数论 中 讨论 的 f 代数 整数 环 万 是 和 在 一 个 代 数 扩 域 中 
的 整数 闭 包 代数 几何 学 中 的 一 继 正 则 多 项 式 整 环 kK[X,*… xn] 
也 是 [zx] 在 一 个 代数 护 域 (Xx1,… xza) 中 的 整数 闭 包 ， 此 处 2 
是 一 个 变数 。 已 知 Z 及 xj 都 是 Dedekind 整 环 ,我 们 要 说 明 
DD 及 K[x1,… ,xn] 也 是 Dedekind 整 环 。 不 难看 出 ,已 及 [x1,*…， 
xa] 都 是 一 维 的 及 正规 的 , 我 们 仅 须 证 明 它们 是 诺 德 环 ， 

我 们 先 证 明 ， 

引 理 1 设 忆 是 一 个 正规 诺 德 整 环 ， 环 是 它 的 比 域 ， 工 是 长 
的 一 个 有 限 权 高 扩 城 ， 5S 是 D 在 上 中 的 整数 六 包 ， 那么 ， $5 是 一 
个 有 限 口 模 。 

证 明 1): 设 m- £L: x 又 设 是 上 的 一 代数 闭 包 。 那 么 ， 
存在 .01,…s0n: 工 一 日 是 wm 个 下 撕 入 。 任 取 4EZL， 参 关 第 五 章 
8$8， 有 
Trvgke) = Pt (a), 


因此 ， 各 果 a 是 对 整数 相关 的 ， 那么 ，Trzyr《4) 也 是 对 DD 整数 
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相关 的 ， 又 在 天 中 ， 所 以 Trzk (a4) ED 
2) 任 取 世 的 一 组 下 基 {al… ,anj。 今 6i 适合 


i » 
bi =0, bijeD,. 


那么 ， 上 式 乘 以 bis! 以 后 ， 不 难得 出 bioai 是 对 DD 整数 相关 的 ，。 
因此 ， 存在 工 的 一 组 K 基 {e1,*… ,cs}， 使 得 ci; 对 DD 肯 为 整数 相关 
的 。 


3) 任 取 rES，r = >)dici dEK, 合 


d= det[TrixCcic)) 0 
见 第 五 章 § 8 定理 5.33) 。 于 是 


D3TrirCres) = Trua( Ddicie ) 


二 》 adiTrir eic)), 1=1,° ,Nn, 
、 -fi 


由 上 面 这 一 组 线性 方程 式 ， 可 以 解 出 di 
di€Ed-1D, 


于 是 ， SS2 CVD- M. M 显 然 是 一 个 有 限 DD 模 ， 而 品 是 诺 


德 环 ， 所 以 ，S 是 有 限 D 模 。|1 

采 5S 是 诺 德 环 。 

当 工 不 是 eh 我 们 需要 下 面 的 引 理 。 

引 理 2 设 工 是 下 的 纯 不 可 离 扩 域 ， 为 下 的 特征 ， 
五 。 双 设 S 是 一 个 以 了 为 其 比 坊 的 Dedekind 整 环 。 那 么 ， pi 
也 是 一 个 Dedekind 整 环 。 

证 明 售 4=p"，D=SNK。 利 用 定理 8.1， 我 们 仅 须 证 明 
万 的 非 雾 理 想 工 都 是 可 道 的 。 已 知 SI 是 可 逆 的 ,因此 存在 aiE 1， 
siE(SI)-!=(S;S1), 使 
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(1) Dlaisi=1, 
i 


4 是 转 征 p 的 方 智 ， 所 以 上 式 取 9 次 方 以 后 ， 得 


(2) Dalst=1, st€ELCK, 
# . 
(3) Dl's 's {= Debsl, 
此 处 刀 =a9-1s9EK。 我 们 又 有 8TCTs CSS， 所 以 
biICKNS=D, 


也 即 bECD: 有 =1"3。 从 (3) 式 立 得 
1.= Sabrell™, 
# 


期 1 三 一 D， 双 显 然 IICD， 所 以 JFL=D。1 
” 频 用 上 面 的 引 理 ， 我 们 可 以 证 明 ; 
. 定理 8,5 设 马 是 Dedekind 整 环 ， 玉 是 它 的 比 域 ， 工 是 天 的 
-- 个 有 限 扩 域 ，S 是 品 在 上 中 的 整数 闲 包 .那么 ，S 也 是 一 个 
Dedekind 整 环 。 

证 明 设 工 是 在 上 中 的 可 窜 六 包 ， D' 是 D 在 1 中 的 整 
数 闭 包 .那么 D' 是 一 维 正规 环 ， 应 用 引 理 1 的 条 ，D' 是 诺 德 
环 。 因 此 D’ 是 Dedekind 整 环 ， 

了 是 忆 的 纯 不 可 离 扩 域 。 根 据 第 五 章 的 定 理 5.20， 存 在 一 
个 9=p'， 使 LCL’. 爸 口 是 上 的 一 个 代数 闲 包 ， 在 Q 中 取 

Lx* 二 CL’ )'“OL, 
那么 ， 喘 射 
o: L* ~ 了 
x x 
是 一 个 同 构 。 倒 D* =o~1(D’)， 显然 ，D* 也 是 一 个 Dedekind 整 
环 。 
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我 们 要 说 明 Dr 站 EL=S。 如 此 ， 则 由 于 (1*)5 =L cL, 应 用 
引 理 2 ， 即 得 8 是 一 个 Dedekind 整 环 。 

任 取 aES， 合 b=ar EL 。 因 为 a 是 对 D' 整数 相关 的 ， 所 
以 5 也 对 D' 整数 相关 。 而 D' 是 整数 封闭 的 ， 因 此 ，bED’， 即 

aE€o-1D’)=D*, SCD*NL, 

反 过 来 ， 任 取 cE D*NL， 则 cED'。 于 是 c 对 D/ 是 整数 相关 
的 ， 所 以 cES, 即 D*NLCS, | 

定义 8.3 设 工 是 Q 的 一 个 有 限 扩 域 ， 忆 是 了 在 工 让 的 整数 
闭 包 ， 那么 ， 称 吕 为 的 代 妆 整 数 环 . 

定理 8,4( 古 典 理 想 理 论 ) 在 一 个 代数 整数 环 DD 中 ， 千 一 个 理 
想 了 都 可 以 唯一 地 分 解 成 素 理 想 的 乘积 ， 

证 明 应 用 定理 8.3 及 8.1，| 四 

设 D 是 一 个 Dedekind 整 环 ， 天 是 它 的 比 域 ，p 是 五 的 一 个 
来 理想 ， 设 工 是 的 一 个 有 限 扩 域 ，S 是 品 在 上 中 的 整数 闵 包 。 
那么 ， 恨 提 定理 8 3， 3 也 是 一 个 了 Dodekind 1 整 束 ， 本 苍 ， 我 们 
有 


(%) p59= Ta ， qi 到 9 : 站 本 四 四 
此 处 9 是 3 的 素 理想 。 显然 有 qn DP。 而 了 是 极 大 理想 ， 1 


qi 站 D， 于 是 
qfND= Pp, Vi。 


反之 ,i 这 5S 的 素 理 想 q 适合 4ND= p， 那么 
anS= lle ， 
于 是 ， 必 有 某 个 i， 使 q 志 qi 即 有 d= (ie 


合 ? 是 与 # 相应 的 赋值 , 即 Rs= Ds 是 与 和 相应 的 赋值 ， 
即 Ru, = Si。 那么 
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. my ND= mo MSND=qND=+, 
所 以 7 和 ‘mw, ND, =pD, = ms 


不 难看 出 ，wi 是 v 在 上 的 一 个 扩充 ， 根 据 ( 关 ) 式 ， 我 们 又 有 
PSY, =qi5S，， 


因此 ”的 全 序 群 Go 对 wi 的 入 序 于 Go ,的 指 族 ( 芭 wi 对 的 缩 分 


层 指 数 ) 为 
四 [Go i :G,] 二 Ci。 


， 我 们 知道， . 
4 = R, mu = S/N A, = R,/m, = D/P, 
所 以 ， wi v /的 相对 次 数 为 
pth 0d] =[S/0r:D/p]. 


定义 8.4 考 乳 上 交 ， 我 们 定义 9 对 了 的 编 分 于 指数 为 对 
2 的 缩 分 歧 指 数 ep qi 对 ? 的 根 对 痰 数 ( 设 称 剩余 次 数 ) 为 wi 对 
v 的 相对 次 数 fi。 

我 们 立 得 下 面 的 定理 。 

定理 8.5 1) 设 DD 是 一 个 Dedekind 整 环 ， 天 是 它 的 比 域 ，j 
是 它 的 一 个 非 雳 素 理想 。 设 工 是 天 的 一 个 有 限 扩 域 ，8 是 也 在 上 
中 的 整数 闲 包 (一 个 Dedekind 整 环 )。 今 


PS=， 工 [9 9 于 9 GD). 
那么 i edieEL: :K] 


人 


这 里 fi 表示 9 对 ?的 相对 次 数 。 
2 更 进 一 一 步 ， 如 果 了 是 下 的 可 离 扩 域 那么， 我 们 有 


Bef LL: K]. 
证 明 .应 用 定理 7.15 及 定理 7.19。 | 
下 面 的 定理 将 联系 到 域 论 中 的 合 罗 无 理论 ， 
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定理 8,6 1) 条件 如 同 定理 8.5 的 1), 双 假 设 世 是 天 的 正规 
扩 域 。 那 么 ， 所 有 的 ei 都 相等 ， 念 它 是 。 : 所 有 的 六 都 相等 ， 今 
它 是 / 。 又 令 9 的 个 数 是 9。 我 们 有 efg 志 [CL:K]。 
2) 更 进一步 ， 如 果 上 是 的 佑 罗 瓦 扩 域 ， 则 有 
efg=[L:K], 
爷 罗 无 群 在 {91,92,… ,9g} 上 有 传递 性 。 
证 明 邻 G 是 工 的 KK 自 同 构 群 , 先 证 明 G 在 {91,93,…,9g} 上 上 
的 作用 是 封闭 的 ， 而 且 有 传递 性 。 任 取 o EG。 显 然 ， 如 果 4 ES， 
那么 a 对 DD 整数 相关 ， 所 以 o(4) 对 品 也 整数 相关 ，o Ca)E€S， 即 
有 af(S) =S。 又 知 
o(q) NNDoOp, . 
所 以 0(91) 人 1D=p。 显 然 0C91) 是 S 的 素 理 想 ， 按 照 定理 8.4 后 面 
的 讨论 ，o (91) E{q91,…,9g}， 即 o 在 {91,… ,9g} 上 的 作用 是 封闭 
的 。 现 假设 存在 9; 不 属于 91 的 轨道 
Orb(q) = {91,%, qi), i 
那么 ，qjGqUUq。 取 aEqNGqU…UqiD)。 不 难看 出 ， 
cr(aOEquU…U9q (VorEG)., 
使 s=[L: KK]/o(G)， 则 - 
(LUELr) -NerxOeqnD=pcqn 
所 以 必 有 某 个 >， 使 0.(4)Eq91。 这 是 自 相 矛盾 的 。 因 此 ，G 作 
用 在 {91,…,9g} 上 是 传递 的 ， 
由 此 易 见 ， 所 有 的 e 都 相同 ， 所 有 的 fi 也 都 相同 。 本 定理 的 
， 鞭 余部 分 ， 可 以 自 定理 8.5 导 出 。 | 
例 5 ”我 们 现在 来 举 一 个 例子 (了 .KK .Schmidt)， 说 明定 理 8 .5 
及 定理 7.15 的 不 千 式 并 不 一 定 能 由 等 式 来 代 规 。 任 何 一 个 一 儿 离 
散 赋值 环 R, 是 一 维 正 规 诺 德 整 环 ， 因 此 是 一 个 Dedekind 整 环 。 
命 {z0,21,… zn} 是 对 ko= 名 /(p) 代数 无 关 的 。 售 
k=koCzo0, Ti, ,n°")s K=k(x,y), 
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OX) = + ert + oe 十 由 9 + EEE, 
现在 要 说 明 o: KCx,y)->KCCx))，o《x) =x，0《y) =9Cx) 是 
代入。 这 就 是 说 ，x,p(x) 是 代数 无 关 的 。 假设 1(X,Y) EKLX， 
YJ] 是 x,p(x) 适 合 的 不 可 分 解 的 多 项 式 ， 令 i 为 ko 添加 了 的 所 有 
系数 所 得 到 的 ko 的 扩 域 .那么 ，Ki 是 由 ko。 有限 生成 的 域 。 因 此 
有 f(X,Y) EKEX,YI 以 及 tr deg (Kk/ko)<%. 
显然 ， 半 二 ACX,Y), 即 1(0,Y) 夺 90。 已 知 f(x,0(xX))=0， 


_f(0,9C0)) = fC0,20) = 0。 
所 以 ， zo 对 大 是 代数 相关 的 。 今 
fCX,XIY +28) = XIf (X,Y), XHfCX,Y), 
导 么 f( 关 ,YEK[XX,Y]， 以 及 
fx,2? + +2?X "Dn) =0, 
立 得 f1(0,21) = 0。 
所 以 zi 对 后 代数 相关 。 以 此 类 推 ， 不 难得 出 ，K 上 的 代数 无 关 集 
{z0,"… ,zn.} 中 每 个 元 过 都 对 代 数 相关 。 这 是 不 可 能 的 。 所 
以 ，0: Cx,y) 一 KCCX)) 是 一 个 髋 入 。 
应 用 o， 一 秩 离 散 赋值 环 Rs = kL[x]] 在 KCx ,J 上 引 生 一 个 一 
秩 离 散 赋 值 " 。 不 难看 出 ，G。= Cu 一 Z，4。= hu =。 
我 们 现在 杰作 一 个 纯 不 可 离 扩 域 
了 =K(Cz LY = 7 
此 处 = 纺 人 *。 不 难看 出 ，， 在 工 上 只 有 唯一 的 扩充 w， 它 是 
日 0 : KCx,y )—>KCCx)), 
oO (XxX)=X, Oy ) = +IX+ re tInX" + eee 
引 生 的 。 此 时 ，Gw = Cu 一 ZE，4u =4。=K。 所 以 
e=1, f=1, ef<p=[L:K]J. 1 
设 C 是 7 维 仿 射 空间 的 不 可 分 解 的 曲线 ,这 就 是 说 ,C 的 多 项 
式 画 数 环 《[C] =K[x1,*… ,xnj/P 是 一 维 的 整 环 ,这 里 P= 了 (0C)。 
又 设 C 是 无 奇异 点 的 曲线 ， 则 对 [CJ 的 任意 秦 理想 09， 所 C]。 
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下风 忆 多 环 ， 应 用 定理 9. 嫩 ， 它 时 此 一 分 着 的 整 环 ， 因 此 是 下 
规 环 。 ， 根 据 定 是 7.22， | 
KLC] = (NKLC], 
是 一 个 正规 环 。 这 样 ， 我 们 就 证 明了 ， 
定理 $8.7 设 KECJ] 是 一 个 不 可 分 解 的 、 无 奇异 点 的 仿 射 曲线 
C 的 多 项 式 丙 数 环 ， 那 么 ，K[LC] 是 一 个 Dedekind 整 环 。 
习 站 
1。 设 D 是 Dedekind 整 环 ， 天 是 它 的 比 域 ，L/K 为 有 限 扩 
瑟 。 8 为 在 的 多半 包 ，p 为 的 -个 大竹 理想 。 证 加 
SD， 为 主 理 想 整 环 。 
2， 设 R 是 主 现 想 闵 环 ，K 是 它 的 比 域 ,，L/K 是 有 限 可 离 扩 
张 ， 有 在 工 中 的 整数 闭 包 为 8 。 证 明 S 是 白 由 R 模 ,日 
rankas = CLL:K], 
3，。 本 习题 (Kummer 引 理 ) 给 出 一 大 类 Dedekind 环 在 扩充 时 
来 理想 分 解 式 的 求法 ， i 
设 D 为 Dedekind 整 环 ，K 为 的 比 域 ，L/K 是 是 有 限 可 次 扩 
张 ， 刀 在 工 中 的 整数 闲 包 为 8$， 且 存在 6ES， 便 得 S= D[6]。 ij 
适合 K 上 的 首 一 不 可 约 多 项 式 为 1(<)， 对 于 的 非 芝 素 理 起 p， 
: 
fx) Cmod p) = f(x) 1 fo Cx) "os, 
其 中 了 均 为 CD/ 罗 [x] 中 首 一 不 可 约 多 项 式 ， 两 两 互 异 。 证明 
PS= qqg", 
共 中 qi 此 为 8 中 的 素 理想 ，qi = (fi(9) ,Pp)， 而 fi(*) 是 DEx] 中 的 
多 项 式 ， 满 足下 列 三 个 条 件 ，(a) 首 一 ; (b)》 deg = deg 了 3 
Ce) fi(x) mod p) = 71(*), 
4. 在 QCw~5) 中 分 解 (3),(5),(7); (11) 为 案 理 想 采 积 ， 
5。 设 5=expl2ni/15)。 将 理想 (3) 和 (5) 在 (6 中 分 解 为 
素 理 想 的 乘积 。 
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Sp 


A 


6。 证 户 S=CLx,yj/(x? 一 y) 不 十 Dedekind 整 环 ， 并 画册 
x? ys=0 的 实 图 形 . 

7， 证明 S=CLx,y]/Cx? -yy 一 1)(y? 一 4) 尺 Cy? 一 97)) 是 
一 个 Dedekind 整 环 ( 其 中 9 为 正 整 数 )，、 并 夯 出 相应 的 实 图 形 ， 

8。 符号 如 题 7。 在 S 中 将 理想 (2 及 (y - 由 分 解 为 素 理想 的 
乘积 Cn 为 整数 )。 . 


8 3 中 及 家 并 


在 代数 数论 与 代数 几何 学 中 ， 用 到 的 Dedekind 装 环 ， 都 分 
别 包含 一 个 主 理想 整 环 Z 或 K[x]， 因 此 可 以 看 成 一 个 Dedekind 束 
环 的 整数 扩充 。 从 Dedekind 整 环 扩充 的 观点 来 看 ， 有 两 个 问题 : 
一 是 求 它 在 一 个 代数 扩 域 中 的 整数 闲 包 ， 另 一 个 是 考虑 分 歧 点 的 
问题 。 

我 们 先 考虑 第 二 个 问题 ， 有 两 人 Daokind 区 DES S 
是 的 整数 扩充 任 取 品 的 一 个 素 理 想 p， 邻 


pS = I . 


定义 8.5 如 果 6i= 1 ; 且 S/qi 是 ,D/P 的 可 离 扩 域 ， 则 称 qt 对 DD 
是 非 分 野 的 。 如 果 所 有 的 9 都 是 非 分 歧 的 ,有 则 称 ?对 3 是 非 分 歧 的 ， 
例 6 1) 倒 S=C[x,y]，x,y 适 合 | 
y2—x(x—1)(x—2)=0, 
D =C[x]。 如 果 4 寺 0,1,2， p= Cx 4)， 以 及 


Bi=va(a-1)(a -2),.: =—-Va(a—-1)(4 -2), 
q1= (x—~a,y— Bb), Gs = Cx a,y— 2 
则 PS = q1q2。 


这 些 p,9q1,9s 都 是 非 分 野 的 。 今 = 0,1,2。 不 难看 出 
(x—b)S = (x-b,y)’, 
所 以 ，(x -5b),《x-b,y) 都 是 分 歧 的 ， 请 看 图 8.2( 见 下 页 )， 因 为 
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图 8.2 


事实 上 这 两 个 曲面 不 相交 ， 所 以 在 三 维 窄 间 中 无 法 作出 图 解 ，-- 
定 可 到 高 维 空间 本 行 。 

分 歧 点 即 是 复合 映射 的 分 支点 。 我 们 向 “平面 作 复 登 映 射 。 
在 x 平面 上 看 ， 有 三 个 点 x = 0,1,2， 其 象 源 都 不 足 两 个 点 。 它 们 
上 面 有 分 支点 (0,0) ,(1,0) , 《2,0)。 

2) 售 8 =C[x,y]，x,y 适 合 

fx,y) = -1) -x -1=0, 
应 用 代数 几何 学 ， 不 难看 出 ， 上 面 的 方程 式 定义 了 无 奇异 点 的 曲 
线 ， 因此 S 是 一 个 Dedekind 整 环 ,全 D =C[Lx]， 不 难看 出 
[C(x,y) :C(x)] =3。 

任 取 DD 的 素 理想 P = (x 一 4)， 合 


pS =T1or',. 
应 用 定理 8.5， 我 们 有 
DyerLC ,9) :Cx)] =3. 


考虑 1(*,y) 的 y 判别 式 Disy 《f(x,y))。 经 计算 得 出 
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六 


1 -1 0 -x -lt 0 


1 
Disy (f(x, WD)=13m2 0 .0 0 
of 10 3 -2 0 .| 0 
0 
(2 


命 g(x): ee 当 4 不 适 信 g(x) = 1 时 ， jos 妨 有 三 
Th de 因此 


93= Te- a,y-— BD | 


(人 
4 . 


于 ae fi=fs=fs3=1, 因为 D/(x - -= =C,. 其 特征 

是 震 ， 世 以 定义 8.5 中 的 : 4 可 高 扩 域 的 信件 也 适合 了 。 因此 ， 这 

些 P = 《x 二 部 是 非 分 疲 的 。 oA 
9《x) =0 有 大 个 解 。 我 们 坛 取 z = -aa 我 们 得 上 


1 C+ DD +1, y- 号 


所 以 人 xz +1,y) 是 分 歧 和 的; 《2+1 8- 1) 是非 分 让 的 。 我 们 无 法 作 
出 图 解 。 但 是 如 果 只 考虑 实数 部 分 , . 可 以 作出 如 图 8,3 的 示意 图 ， 
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从 另外 的 观点 来 看 ， . 
Disy(f x,y)) = CFx,9) ,fy Cx, 9)) = fyCx,y)S 
《因为 在 5S 里，f (x,y) =0)， 这 也 就 是 说 ,4.0 
g(x)S = (fy(x,y)) = 3-2yS,. | 

所 以 ， 我 们 通过 计算 fy《x,y) 便 可 得 出 分 歧 的 理想 。 

为 了 氢 述 方便 起 见 ，, 先 别 太 下 面 的 定理 ， 其 证 明 留 待 以 后 再 
补 . 

定理 8.3 设 也 是 一 在 葬 dekind 勤 环 ， 天 是 它 的 此 天 ， 工 息 
K 的 一 个 有 限 可 离 扩 域 ，S 是 DD 在 上 中 的 惨 数 他- 包 。 避 科 没 怪 交 
=D[y],f() 是 yy 对 K 的 极 小 和 多项式， 泌 么 ,了 '(y) 规 定 了 5 的 所 
有 的 分 上 下 ， 即 的 理想 9 是 分 的 < 这 9 是 f7(1)5 的 表 
想 因 子 。.:…- 人 本 - 

Ry Ey] 的 条 件 不 能 满 是 ; Deackina 合 举 册 例 了 
( 见 Hasse 著 《Number Theory》) 。 为 了 处 理 一 般 的 情形 》… 我 们 
引 大 “ 互 余 模 ” 的 机 六 和 二) 

考虑 上 是 的 一 个 有 限 林 高 扩 拭 。 于 处， 述 画 数 Trzzz(a) 
相当 于 内 积 。 我 们 有 下 面 的 引 理 。 

引 理 1 设 [L:K]=n。 任 取 41,…,anEK 以 及 上 L 的 一 组 KK 基 
{o ,On}s 那么 ， 存在 叭 二 Es 使 得 


Tr zk(aoi) = ai( Vi= ， 区 3 


证 明 be Des tee 那么 


Trix (01) = 5 a i= 1,* ;71) 


一- 组 线性 方程 式 。 根 据 定理 5.33， 它 的 洒 数 行列 趟 
det(Trj yr (WW))) TO, 
所 以 有 唯一 解 。] 
.应 用 上 面 的 引 理 即 知 ,: 任 任 给 的 一 组 基 4w, 他 Sun} 都 存在 
的 一 组 吾 例 蕉 {04 ,0 和 ,合计 ma I} 
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人 
这 里 5 是 Kronecker 符 导 。 互 余 基 也 即 是 共 罗 基 , 
设 尺 是 一 个 正规 环 ， 以 天 为 此 域 ， 工 是 下 的 有 限 可 殉 扩 城 
又 设 7 是 是 工 的 子 集 。 那么 ， 和 集合 
T ={zEL: Trj/x(zT)CRY 
称 为 了 对 只 的 互 余 集 。 显 然 有 
TICT, —> TOT;, 
当 人 是 上 的 子 环 ， 而 且 了 的 比 域 是 上 时 ， 则 称 是 工 对 及 的 互 
余 模 ， 我 们 看 几 个 例子 。 
例 7 1) 设 {01、*%* ,or}- 是 工 的 一 组 下 天， T= 2 Ro 任 
取 ET/, 合 : 
| tem, as 
其 中 (04 ,*… ,0 人 是 工 的 互 余 基 。 那么 
qj= "Tri/r(t’ vi) ER 


机 此 不 难看 出 ，7 = Ro)，C77)7 7 
2) 又 设 w=orcGi= DD， 革 人 如上， 今 。 对 站 交角 上 
多 项 或 汐 . 
fC%) =Xa thix"~1+. usTIG-m， 


其 中 a1 = ,1 相 了 的 一 个 家 数 闲 包 O 中 ， 应 朋 内 播 涉 的 公式 ， 


f(x) Qi :3 《1 - 、 
Dp » TOLL 


上 式 双 可 以 改写 为 :天 
(1) re /is x 人 = 0， 1 1 nl, . 


rat 


和 
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@) {Dp 


= Sher taxes + a") 


=C0xX ll FON ?+ +Cn1 
其 中 
co=be=1, 
: ci=b,+hbao=b 十 C， 
(3) 1 1 0 1 
Can-i= bri bre0 + ee + bm" 


以 (2) 式 代入 (1) 式 ， 上 比较 两 边 的 系数 ， 立 得 


T(E /7 (DD ")- 5 


因此 0 


是 工 的 互 余 基 。 了 的 互 余 模 了 = -DFR 


3) 更 进一步 , 设 a 对 及 是 整数 相关 的 ， 那么 ,bi,*… ,bn€ RR， 
a a"-1 
工 = pl Rt tt TR 
此 时 (T/TY= 了 WTI! ， i 
定理 8.9 设 了 ,R 如 上 。 
1) 工 对 RR 的 互 余 模 T' 是 了 的 一 个 分 理想 ; … 
2) 《T’)7! 是 工 的 一 个 非 需 理想 。 ' 
证 明 1) 如 $2 中 引 理 1 的 证 明 。 
2) T/T, 显然 .| ，，， “ 
定义 8.6 符号 如 上 。 (To 称 为 在 RR 上 的 赛 站 中 (或 起 
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积 )， 用 符号 gra 殉 示 之 。 
讨论 重新 考虑 定理 8 8。 应 用 例 7 的 3)， 我 们 知道 
go=f (WS, 
那么 ， 定 理 8.8 无 非 是 说 ， 在 S = DLy] 时 ， 儿 s/o 规定 了 5S 的 所 有 
的 分 歧 理 想 。 下 面 ， 我们 将 对 一 般 的 情形 证 明 这 一 点 ，1 
设 R 是 Dedékind 整 环 ，T 是 怀 在 上 中 的 整数 闭 包 ， 那么 荆 也 
是 Dedekind 整 环 ， 于 是 , 表 差 式 B rg 可 以 写成 的 素 理 想 的 乘积 


Br/a= = Te" 。 


自然 ， 除了 有 限 委 个 类 理想 4 之 外 ， mm(9) 革 为 零 。m(9) 称 为 9 对 
“的 赛 间 指数 设 p= oNR, 


pT= = I 9, qq 


那么 ，e(q) 是 9 的 缩 分 歧 指 数 。 我 们 要 此 较 r(9) 及 e(9) ~1。 请 
注意 ，e《q》>I 时 ，9 是 一 个 对 民 的 分 财 素 理 炉 。 

我 们 鞠 证 明 表 差 式 可 以 局 部 化 。 见 下 定理 。 

定理 8.10 ” 设 有 是 二 个 Dedekina 埋 环 ， 天 是 它 的 此 域 ， 荆 是 
KK 的 一 个 有 限 可 离 扩 城 , 全 是 尺 在 荆 中 的 整数 前 包 ， 任 取 尺 的 一 
个 素 理 想 P 令 M =Rp， 以 Row 及 Ty 分别 表示 RR 及 T 对 分母 
条 放 的 分 式 化 ， 那 么 ， i 

D7/nT y= DT /Ry 


证 明 显然 ,Ry = R， 也 是 一 个 Dedekind 整 浆 ,Tw 是 它 在 L 中 
的 整数 闭 包 。 

C。 任 取 4=a /mE DynTy, 此 处 a Er an, mEM., 
青 任 取 Tw 对 Rw 的 互 余 模 (Tw)’ 的 一 个 元 素 b。 我 们 只 须 证 明 ab 蕊 
Tw 便 足够 了 。 因 为 ， 这 样 就 有 ， 

a€E CTH))!= DT /Re 
已 知 TrCbTy)CRy。 那么 ，Tr(bT)CRw。 双 已 知 T 是 一 个 
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有 有 限 有 玉 模 ， 记 以 FrCb7) 的 所 有 元 素 有 一 个 人 分母 wtoo 这 衣 是 说 
Tr(moebT) = moTr(bTCR, 
换 盲 之，mobET'， 雍 外 7" 是 对 的 人 模 , 应 用 a 的 性 质 ， 
立 得 4 mobET。 所 以 .… i 
ab = (a’ mb) /Cmmoy ET | i 
=. {Ee€ greens 再 任 让 0 下 对 各 的 7 
TrCbTw) CR 
即 b€ (Ti)’ CT 对 Rn 的 瑟 余 模 ) 于 是 ，ab E Ru。 现在 我 们 在 
和 中 变动 ， 即 考虑 ， | 
7 = ~ {ab: bETS},.: 4 
因为 了/ 是 一 个 有 限 民 模 ， 所 以 忆 也 时 一 个 有 限 尺 模 . 那么 ， U 的 
所 有 元 素 有 一 个 公分 母 m。 这 就 是 说 ， mbeRcvier’), 也 即 
、 ‘maE Oryp，QE DirT nn. 二 i 
采 设 4 在 ?之 上 、 aM, 那么 ， pm 名 而 074 
Ry 的 表 差 指数 ， 四 } 和 
:为 讶 明定 理 8:11， 我 们 先 汪 明 下 面 的 引 理 , or 3 驻守 
. 引 理 2: 设 RR 是 Dedekind' 回环 ,. 玉 是 它 的 比 域 : 二 是 上 的 有 
限 可 离 扩 域 , :T 是 在 中 的 整数 闲 包 ,… 人 ?是 的 天 理想 ， 


pT = TTe 的 
Fel “ 
又 令 oy 0 为 下 面 的 典型 映射 于， 和 i 
0: R->R/p=Kk,，. a 
: TrT/q=kys, fs,g, ~ 
那么 ， 对 acT “全 有 : 2 4 本 Ew > 人 
rrr) = 站 om oh 二 


证 明 设 7= EL: K] =. 3 关中 = Fi: 人 (定理 8,5)。 
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应 用 定理 7.15 的 1 的 证 明 ， 我 们 可 以 选取 工 的 并 基 


人 ee 了 $=1,% ,64 t=1,." ,fi}, 
3 i i 


洲 i i . 
yy Bibi eed bi Er) 和 盾 放 
2) {O001): t=1,° ,fj 是 Ki 对 天 的 基 ， 
3) icit7 = 0， VE | . 
oy ben 和 时 汪汪 省 
将 基 {biscit} 先 按 t > 次 按 5， 再 按 i 的 浆 序 排 好， 


{hucnsb lg, 地 人 20112°%, pc 


ni Sp 
gets cgs) = {ude} 
合 A 为 短 阵 [aiDnxn; 让 处 ai 是 如 下 定义 的 ; ' 
“aw = De 
j= 
那么 ， | BRrroxke) = TrA = Dt 
i 
这 、 RN 六 2 
ji ~ fs , 1 
六 ， 
v= Ruoi， V,= 2) Roit, »’, 
l=1 > tofy+1 
1 
Ve,= >， Rw, 
1 一 (el 一 1)f1 十 
“ . 1 1 2 
i i si 4 3 “Ro es 和 
lmer fl + i 
Md ， :a i tf +02 12 ， ; . 
7 i = ' ~ 
Ve se, = 2) Roy Ue | 


[el fy tites~1)t,+1 
显然 ViOV 2 PYe,s Ve noVe tO" DV ge 现在 
我 们 考察 
1 ,Tr x (0)) = (Zi 
为 此 ， 胜 虑 映射 
789 


0: TT/pT, 


自然 ， T/PT 是 n 维 Kk 向 量 空间 ， 它 以 {0 (60) ,*… ,J (oa) ]} 为 一 组 
基 。 含 Ui=D(YD， 显然， 只 是 在 7(4) 作 用 下 的 不 变 子 空间 ， 
这 里 。 as 
dh) = CoCr DJs. 
现 取 VU.0, 汪 … 汪 VU。, 来 研究 。 不 难看 出 ， 对 于 i 29°"* 
~1， 都 有 
Ui/Uin~q! -ar 

还 有 Ue ,=[。 基 且 5(4) 在 它 们 上 面 的 线性 作用 都 等 于 oa(a) 在 上 
向 量 空间 k 上 的 作用 。 因 此 ， 同 样 地 考虑 i 
| Ue nOUe, 1 Us etess 
之 后 ， 立 得 


oTri /rla)) = DeiTre, /nCoiCd)), 1 
i 


定理 8.11 设 R 是 Dedekind 整 环 , 是 它 的 比 域 , 工 是 K 的 
有 限 可 离 扩 域 ， 了 是 及 在 中 的 整数 闭 包 。 任 给 人 的 素 理 想 9, 设 
qflR=p, 
会 搞 与 6 分 别 是 9 对 RR 的 光 基 指数 有 纺 分 歧 指 ， 局 ， 我 们 恒 
有 
志 之 6 一 1 ， - . 
更 进一步 说 ， =。 -1 专 > 6 不 是 R/p 的 特征 的 信 数 ， 着 且 
TV/q9 是 R/p 的 可 离 扩 域 。 : 
证 明 应 用 定理 8.10， 我 们 可 以 局 部 化 ， 即 假设 R 是 一 一 秩 离 
散 赋 值 环 。 设 p = Rr。 命 


pT = Tx= JT]a', gr/a= Lo’, 
1 4 ， 
则 IT = 工 [qi”,。 所 谓 m 苑 2 - 1， 无 非 是 锐 工 qi …ST， 
1 1 
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任 取 ella’, 则 ce 于 aniE qkVi)。 仿 入 是 不 
的 包含 工 的 最 小 正规 扩 城 ， 那么 在 和 中 的 肝 有 闪 才 元， 必然 也 
有 同样 的 性 者 “由 此 不 难 导出 2 - 
gen = -er 的 夫 坑 元 Ed 站 R= 本 
也 即 四 和 
TTrz /x(a) = Tr dan) en Tri lo) ER. 
因为 对 于 任 给 的 a <T[9 和 我 们 重 有 Tr(a) ER， 于 是 


所 : Tomx(aTDER 
即 aET'， 至 此 定理 的 第 一 :部 分 已 证 完 , 
现在 我 们 述 明 党 还 的 销 二 部 苍 ，， 
TAR/ 林寺 所在 ET 使 
TrCS) 坟 0。 
应 用 上 面 的 讨论 和 4 -i 于 Ia 与 由 是 互 为 极 大 的 


1 


(四 JIT9? +o,=R)， 池 是 可 以 找 5 的 象 源 be 了 Ja''。 屠 和， 


应 天上 上面 的 名 理 ;:i 闻 有 | 
OCTrz X00 = eiTr, DA， 
此 处 后 =T/q k=R/p. 于 是 ， V/A Eq 1, Tr/xk(b/T) ER 
(为 什么 ? )。 所 以 /xr 蕊 7T'。 粮 车 吉之 01 如 有 
qiCqmcoT, | 

ee Mo/TEN "1, b/rET’, 立 得 mi =61 一 1 

。 假 设 e: 是 R/p(= 名 的 特征 的 倍数 ， 或 者 qi KD) 是 
的 不 二 二 护 : 会 
qq To- “i, 


ty 7 > 
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任 取 cEgqky。 测 入 crEq( Vi>D). 又 用 上 面 的 引 理 ， 
G(Try nCen)) -oTr, TCD dt i 
所 凡 Trz xcez) ERTr。 故 有 本 
TTTrr kg(c) = Tr, (om ERr To ER EE 
那么 ， Trr /x(CTICRCY cE q+),. 所 以 9*CCT’， 即 有 ma 二 et。 | 
定理 8.12 的 素 理想 9 对 RR 是 分 歧 的 志 >9] 9 x。 
证 明 “应 用 上 定理 ， 立 得 。 | 
有 定理 8 .8， 四 
证 明 ” 见 定义 8.6 后 面 的 过 论 。 .| ，，， 
从 定理 8.12 中 ， 我 们 立 刘 得 知 只 有 沽 限 多 个 4eT 是 分 战 的 ， 
在 黎 曼 曲面 论 中， 有 更 精确 的 axwitz 公式 ， , 
[Wh 


2gc, -2= Coo, Dnt De i ne 


:tT 


此 处 ， "总 玫 中 而 6 对 的 各 生 关 有 1 二 太 的 
格 。 
: 证 国 8.12 当 诉 我 们 市 对 及 分 二 的 素 焉 9 的 分 机 二 形 ， 但 
是 ， 尺 的 分 歧 的 到 理想 p = 9 门 R 的 分 布 情形 呢 ? 图 然 ， 我 们 可 以 
先 求 多 ra 再 把 9rva 的 素 理 想 因 应 9: 与 尽 相 变 以 得 出 D,, ,小 种 广 
法 繁复 不 便 。 我 们 要 用 判别 式 的 方法 来 基 决 这 个 问题 。 ”上 
现在 返回 来 研究 定理 8.8。 那 是 一 个 北 较 简单 的 情形 si 在 站 
个 代数 封闭 域 0 里 ， 求 首 - 多 项 式 1 人 4 的 分 冲 共 


“0 本 
f(x) = er -4 ,3 i 


那么 ，f'(y1) = 了 yi), 而 /的 判别 起 为 


1 CE 
站 


wn 


。 mo 


从 这 个 例子 中 ， 我 们 不 难看 二， 检 次 重 术 的 判别 式 Dissf(x) 与 家 
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差 式 (在 这 里 是 《yn) 的 范 数 ) 有 密切 的 关系 ， 这 是 我 们 要 探 明 的 ， 
相对 于 几何 学 科普 ， 苑 数 的 作用 相当 于 投影 ， 而 且 照 顾 到 代 
数 重 数 。 因 此 ， 自然 的 ， 我 们 对 于 理想 JTJC7， 也 定义 它 的 “ 范 理 : 
想 ”( 对 应 到 尺 所 规定 的 代数 多 样 体 的 点 集 ) 如 下 : 
定义 8.7 设 1= 了 J 是 7 的 理想 。 郑 么 ，7 的 范 理想 定义 
NtD = TT NR iy 
此 处 fi 是 q 对 及 的 剩余 芍 数 ( 即 相对 次数 )，， 
讨论 不 难看 出 ， 映射 Nz/x 具 有 下 列 的 性 质 ， | 
1) Ni xl * ))= Ni AD): WA， TG7J 一 >N (DE 
NorgC7)3 3 
2) 当 KCLCF 时 ， N/a CN = Ny xCD)s 
3) 倒是 R 的 理想 ， n= [L:K ,那么 Nzjx(T， 人 =1"、 
上 面 的 性 质 3) 是 说 ， 任 取 点 集 《〈 对 应 于 了)， 先 找 出 此 点 集 
”在 映射 Nix 下 的 象 源 ( 对 应 于 个 .1， 一 般 首 之 ， 每 个 点 都 有 7 个 
点 为 象 源 ); 再 投影 下 来 ， 此 点 集 的 重 数 将 增加 到 倍 . 此 结论 的 
证 法 如 下 : 我 们 公顷 考 讶 了 是 素 理想 的 情形 。 那么 ， 只 要 利用 


2 eifi= = 便 可 以 得 出 结论 了 ， 


我 们 现在 证 明 两 个 引 理 。 。 、 
引 理 3 任 取 <ET。 那么 Nu veCTa) = RN la). 
.3 证明 :: 请 注意 ，， viNzzx 对 理想 : "74 及 对 元 素 & 是 分 别 定义 的 。 
这 全 引 再 是 要 说 明志 两 个 定义 是 一 致 的 ,以 下 分 两 个 步 又 来 证 明 ， 
六 人 旋 “ 是 的 人 和 澡 打 宙 G 是 估 罗 无 群 ，. 我 们 用 下 面 


A 
-~ Nt 


ra- Tose. 
. | 
考虑 -， 、,:， TNevrx(a) = LEo"' sn, 
9 
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因为 N(a) (= Nix(o)) = Tc i 

叶 veQ . - 

所 以 本 ， 

DCq,N(a)) = pc g(a)) = Brew, 2 
、 . of 


应 用 定理 8 7， 在 上 趟 中 ， 等 一 个 -1(q) 痢 出 现 ef 次 ， 币 生 一 并 
有 9 个 不 同 的 oC9)( 即 91,"…,9g)。 加 此 上 式 可 以 缩写 成 


(9q,NCa)) =ef 补 "ooo， 
现在 考 谍 在 中 的 分 解 式 ， 用 下 而 的 信号 
Ry -Te bER, 
全 ?= anR 5=No) 那么 : 本 
p= It qf 本 
兹 绞 上 面 三 式 ， 不 难得 由 uCp,N(e)) = 327rqoo). 从 击 
NGCTa) = JanR =TT H NR 


+ 和 站 中 一 多 


一 lle (qa 10) = RN(Ca), 


2) 在 一 般 情形 下 ， 例 L* 是 下 的 包 合 天 的 最 小 个 罗 元 扩 二 
T* 是 RR 在 L* 中 的 整数 闭 包 。 那 么 ，L* 也 是 上 的 件 罗 瓦 扩 域 。 因 此 
我 们 可 以 用 1) 以 及 上 面 定义 8.7 后 面 的 讨论 中 的 1), 2), 37。 
含 中 = [ZL:KE]， 人 = [L*:L]。 郑 么 


(CNzvr(Ta)) =NpvgCTa)” 《公式 1)) 
=NazvrrCNzsevzCT*Q7) _ 《公式 3)) 
-Ny*/gCT*a) (公式 2)) 
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=ARNc。 AKC) ( 步 1)) 
= RNzvx(Nasza(a))》 人 
=RNi/x(a") =RINavx(eo))"。 
利用 Dedekind 整 环 的 理想 的 唯一 分 解 定理 ， 立 得 本 引 理 。 | 
下 面 的 引 理 4 进一步 阐明 了 Nz/x 对 理想 及 元 素 的 两 个 定义 
是 一 致 的 。 
| 理 4 .理想 Navx(D7 是 由 1 的 元 素 的 范 数 生成 的 ， 即 是 由 
{Nzve(e): ac 中 
生成 的 理想 。 . 
证明、 因为 (0)CC1， 由 引 理 3， 显然 有 
(NCa)) = -NCCa)) ENGD, 


所 以 NCD 包含 {NGa): aE 所 生成 的 理想 外 全 7T= IT 1， 则 


NCOD= A J = Tri’, ， 


?lt 


其 中 4= DD om 
. ql 


再 全 I -Hr 
人们 忆 明了 Un 现在 只 本 任 给 一 个 pl， 必 有 一 个 
aE€J， 使 

No epg 
因为 这 样 我 们 即 可 得 出 ， 

i NGCa)C7 => ij 宕 mj。 
应 用 引 再 1， 我 们 只 要 找到 aE I， 使 
aEqii\g ,YqaflR=py, 
简 而 明之 ， 因 为 4<E 1 一 >aEq9;'， 所 以 即 是 求 4E1， 使 
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aEq!'', YANRe pi。 

用 了 刚直 上 分 和 性 习 ， 和 
了 好， IT a 人 
0Rne 站 ~ 和 | i 
所 以 可 以 找到 这 样 的 4， 人 将 
我 们 定义 对 R 的 “判别 式 ” 如 下 。 + 
和 X88 入 的 天 天 各 

式 定 义 为 


1 Par fs 


bn/a = 一 Nx( Dr/8). 和 

讨论 从 上 面 的 定义 ， 立 得 判 草 式 67 va 规定 了 R 歧 理 
想 ， 下 面 的 定理 将 说 明 ; 如 此 定义 的 判别 闫 bx 与 第 五 章 88 定 
义 的 域 判别 式 

det [Try /x (uuj)] = DisCu un) 

的 关系 ， 从 而 提供 了 直接 计算 ryp 的 方 法 。 

定理 8,13 “符号 如 上 。 任 取 工 在 工 由 的 一 组 天 涛 fu ‘un}, 
合 d(u) = Dis(u1,… ,un)。 那 么 

1) 561/a 是 由 所 有 的 d(w) 由 战 的 角 想 ) i 

2) 6z/8=RR*d(w) >{ 册 ,… ,unj 是 T 的 一 组 R 基 ， 

证 明 1) 含 了 为 由 所 有 的 #@s? 续 成 的 理想 。 本 定理 是 要 比 
较 理 想 gz ve, 了 及 尺 .d(u)。 应 用 及 是 Dedekind 整 环 的 性 质 ， 我 
们 仅 须 研究 它们 对 任意 一 煤 理 想 斤 的 指数。 已 知 雯 差 式 名 ?人 可 
以 局 部 化 (定理 8.10)， 那 么 ， 显 然 的 ，5r va 也 可 以 局 部 侈 .为 了 
书写 方便 起 见 ， 我 们 令 5 = gz wp。 ， 7 

任 取 只 的 一 个 素 理想 Pp， 令 M = R\p。' 我 们 现在 考 河 沪 y《 纺 
R,) ,Tw ,6w(=6Ry) 儿 已 知 Ry 是 一 个 一 秩 离散 赋值 环 ,所 以 是 
一 个 主 理想 整 环 。 易 见 Tw 是 主 更 想 整 环 R4 的 有 限 生 成 模 。 1 因此; 
根据 第 四 章 ， 有 {Un}CCTy， 使 :,, 


,T= 四 Run RR 


i 四 
四 三 汪 : 
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自然 请 人 屋子 对 天 的 一 组 基 ， 取 它 的 互 余 基 {91 on)}， 
即 ， 。 
CN Fry/r(UdD <0 、 
那么 ，{orw oa} 即 是 7 对 Rxy 的 互 准 模 (7w7?7 的 一 组 Rw 基 ， 即 
, Co = @ Ry: vj, 

及 四 区 T 只 有 有 有限 乞 个 汪 天 旭 ， 想 据 本 章 名 1 的 习题 3 ， Ty 
也 是 一 个 主 理想 整 丈 ， 那么 ， 《To 作为 Ty 的 一 个 分 理想 ， 是 由 
一 个 元 案 b E 上 生成 的 ， 即 (Tu0D7 = Th pg。 因 此 

加 {bk rbun},, 

是 (Tu)’ 对 Ru 的 一 组 基 、 计算 这 组 基 的 汪 别 式 ， 例 c'" 表示 6 在 


的 工 个 代数 全 多 时 中 的 共 俘 元 来 
et trrsyaCbt, bu)] ， 
' & 


= det [> Cou) Chu | 


’ 人 科 
i ! 
Chu, yo “CORD - 
、 3 
2 -1 i “三 det ends 人 
Ew Bay™ ee 《bun 六 a) 
“th eon TF sy 。 ‘ 
> LD WE 
+ 下 本 ~ 
b‘'2) 0 > 
= det 。 
1 。 
0 bi") 
办 和 让 hm Tx, 
,} 2 
UY sd 
' 人 1 
人 上 x det dor ， 
人 ! 4 2 
ee UU) 
， i, (Us + 
,此 1 -NGb)adGao。 、 


考 虞 (Tw)' 的 两 组 基 {v1,… ,V4} 及 {bu s**t， pun} 的 关系 式 ， 立 齐 
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钉 以 导出 NGC)id(u)ydCo) 是 岂 w 的 可 入 元 。 又 ， 因 为 忒 是 4 的 阴 
余 基 ， 我 们 自然 有 4Cu)d(v) =1。 所 以 
NCB dH))? = NC dD) /dv) 
是 Rx 的 可 逆 元 。 因 此 NCb)d( 夫 必 是 Ry 的 可 递 元 于是- 
NCbY~iRy = dC(u) Ry, 
我 们 知道 ( 见 引 理 4)5w 是 由 儿 y《= AM 97w/ mw 的 所 
有 元素 6 的 范 数 N(a) 生 成 的 。 又 知 本 
a€ DisaTC Tye >a0ETy， 
由 此 立 得 
6 = N(R +140) Ry. - 
现在 我 们 任 取 工 光环 的 基 fuf ,ot 4 人) 此 处 岂 E 交 。 那么 ， 
它 的 判别 式 4Cu’) 在 Rw 中 是 4(u) 的 倍数 。 因 此 ， 对 任 给 的 素 理 想 
p 而 蚜 ( 有 相应 的 M = R\p 及 相应 的 {t4,… ,un})， 总 有 


du’) EdW Ru = bu. 


那么 ， 考 虑 ?的 指数 ， 立 得 4(u)E6, 所 以 /Ci 

我 们 现在 要 证 明 5 是 由 所 有 4(uw ) 生 成 的 。 对 于 上 述 的 {ui， 
…un}， 乘 以 Ru 的 可 北 元 素 ， 可 以 请 去 分 母 。 故 不 妨 令 E 了 
《ViD。 此 时 d(u) ER， 且 它 的 ? 的 指数 = 5 的 p 的 指数 ， 因 此 ， 

,了 的 Pp 的 指数 <6 的 ?的 指数 ， 

即 ] 一 5。 上 面 又 已 证 过 JC5， 所 以 J=8。 . 

2) < 和 一。 在 给 出 的 条 件 下 ，{2a ,un} 显 然 是 FTx 对 Rw 的 一 
组 基 。 上 面 已 证 4(u)Ru = Sw， 此 式 对 任意 p 都 成 立 ， 所 以 立 得 

.4d(WR=6, 

一 会 。 设 5 = d(2)R。 考 虑 对 任 给 的 素 理 祖 p 取 局 部 化 如 上 ， 
则 $2 dR 此 处 M=R\p。 任 取 Tx 对 Rux 的 一 组 基 {a 人 ， 
好 }]。 湖 虑 它 与 {t un) 的 关系 式 ， 不 难 导 出 {u ,Un} 是 Ty 
对 Ry 的 一 组 基 。 现 在 要 证 明 { oa 是 对 “的 基 。 

“ 任 取 CET， 可 专 写 成 - 1 和 
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人 


i | ' 可 
i .2 = Sayw, ar€Ek,. 
‘ 


Tw 中 和 谨 上 立 得 atE Ru( =R,)。 所 以 
Ru NR,= =R, | 
例 8 我 们 考虑 @ 的 二 次 扩 域 的 代数 整数 环 。 含 工 = 
Q(v 元 )，mE 福 ， 处 芒 入 m 没 有 重 因 于 ， 于 是 mw 寺 0mod 4)。 
我 们 先 计 算 T。 
任 取 a +bWmEL，a,bEQ。 它 的 共 辑 元 业 是 a- bm, 那 
么 ，a+bw 元 对 为 整数 相关 的 充 要 条 件 是 ， 


旧 (a+bVm) tha- bm)= 24€ ZZ, 


Ca +b ma Lv a .PmEZ, 
不 难 导 出 ，a =a’/2，b =b/2，a’ ,bEZ 以 及 (a): 一 Cb' im 
ms 0 (mod 4 )。 因 此 有 下 面 的 结论 i ! 

也 如 果 n 二 2,3 (mod 4)， 则 e+bvw 责 ET<e>apEZ . 

-Tao 旭 a4bY 曾 ET 六 同时 是 
音 数 或 偶数 。 本 
于 是 ， 人 可 以 如 下 窑 出 ， 

1) 如 果 坝 ==2,3 .Cmod 4 ), 则 工 = ZIV im 

2) 如 暴 mss Ted 4， 则 T= zt + va/ 
应 背 定 型 8. 88. ,13; 立 " 
”3 李兵 m $m LD, 则 类 匠 a <2VRT 1 
尖 372 风 3 
2 如 果 m= 1 mod 4), 划 表 六 并 ryz = VT 济 别 式 
四 : 

如 果 合 抱 = ~1， 立 得 22 兰 扩 该 QIV 一 训 中 是 分 放 隐 、 参考 
第 一 章 5。 7 

例 9 全 PCE2) 是 一 个 素数 ， 我 们 考 谍 割 逆 多 项 式 

”gp(2 = x7- 1/2-1) 1 
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(参看 第 五 章 8 6 例 7、 例 16 的 讨论 )。 今 :是 它 的 一 个 根 。 我 们 将 
证 明 2Z[ 幻 即 是 =Q[ 引 的 代数 整 次 环卫， 洲 求 其 判别 式 及 表 差 
式 ， 
已 知 yp(x) = = 1 x- a + 是 不 可 务 着 的， 所 以、 
四 ero: g = =p.— 1 . 2 
又 名 tet, ¢- 1e7,; 以 及 &- -1 适合 下 产 的 方术 式 ， - 


Cb 
Pex) = CD rt 1) te tl 


Ex + :本 “+p=0,. i 
并， Ni ot 1) = =p,.. i i 机 , 人 - 本 和 _ 、 
我 们 又 知 i : i i oo i 


| m= We 
p= -Te 人 
mr 
任职， ;. i 我 们 可 以 染 出 111EZ， 全 人 1 10 人 挤 向 清 涪 ， 
51,51 都 是 本 原单 位 程 )， 邯 么 ， 
(1— /GDEZE[OST 本 
因此 , 和 
.p= (1- Di- 18, 7 可 
考 虐 Nz/a(1 一 六 =p， 立 得 4 = 《1 -了 DT 是 一 个 素 现 想 . ,在 扩 撞 二 
中 ,;(p) 的 缩 分 坡 指数 。#p 一 1(= [人 :人 Qj》， 所 以 f= 31 9 
” ”到 此 为 止 ， 我 们 还 不 知道 了 。 为 此 现在 我 们 来 法 算 frva。 机 
用 定理 8. 13， 求 工 及 表 差 式 2evas。 ae 加 
“我们 用 局 部 化 的 方法 ， 对 取 局 部 化 ， cr aC) 
=9 ， 不 难看 出 ， 一 铁 离 散 赋值 环 。 _。 
Tp) +(1- -DZ + -和 和 
应 用 定理 8.13， 有 :+ 站 
Ga AT CD 
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ey pe, 


又 在 城 扩张 Q[Y]/Q 下 ， 洛 考虑 dC1, -1,…,《 一 1)1-?)， 自 然 也 

得 疝 数 pi 根据 定 儿 8.13，6r /2 |p? 所 以 67/s 汕 有 别 的 

素 理 想 因子 。 那 么 ， 因 为 判别 式 3:vz 可 以 局 部 化 ， 所 以 易于 得 由 
6rvz = D? 2 。 

再 天 应 用 定理 8.13， 立 得 = 了 II- 人 = 2Z[0。、 

应 用 定理 8， 8,. 我 们 得 出 多 rz = p10. 

” 例 1 我 们 讨论 不 适合 定理 8.8 的 条 件 的 情形 。 前 文 提 过 ， 
Dedekind 找 出 了 数论 的 例子 。 现 在 我 们 就 代数 曲线 论 的 范围 来 研 
究 。 已 知 在 这 个 范围 内 ”Bedekini 顽 环 组 当 于 元 奇异 点 的 仿 射 
曲线 9 的 条 再 起 本 数 环 。 定 可 4: 2 的 条 你 下 是 对 适当 于 的 "1 而 
本 A 

i 了- ep 站 
换 首 之 ，C 是 一 个 平面 曲线 。 那么 ， 只 要 找 出 一 个 无 法 表现 成 仿 
射 平 面 曲 线 的 仿 射 实 间 曲线 , 便 足 以 使 定理 8,8 的 条 你 不 成 站 了 

我 们 可 以 取 一 个 射影 平面 曲线 C 过 PP 选取 C 的 一 点 P， 使 

不 为 任意 典型 因子 (参见 附录 2 7 的 零点 集 ， 即 

(29 ~ 2)PE Ko, 
此 处 9 是 忆 的 寺 格 ， 天 是 任 取 的 典型 因子 。 圭 必 Cp 亲 以 家 现成 
“站 多 射 检阅 由 线 ， 但 如 下 能 费 现 成 仿 射 平面 向 线 。 
“具体 一 点 ， 售 C 是 由 x 和 + (E 一 ”= 六 定义 的 射影 而 沿线 ， 


合 
、 P=(a,1,0) 

此 处 et 三 4 起， 那么 ，C6 的 写 格 9=3， 典 型 因子 的 辟 点 集 K, = 雪 

线 与 C 的 交集 , :不 难看 出 , . 汽 有 直线 与 C 宽 平 (323-2)P=4P， 
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即 没有 兰 线 【 仅 与 C 交 于 点。 这 时 ， ,CQ\P 不 能 表示 为 仿 射 在 面 
上 曲线 ， 它 的 多 项 式 画 数 环 也 因此 不 能 写成 Ctu ,四 。 
请 看 代数 几何 学 的 专 书 ， 以 了 解 这 个 例子 。 
习 题 上 
1. 设 D 为 Dedekind 整 环 ， 天 为 其 比 城 ，L/K 是 有 限 计 腐 扩 
张 ，D 在 上 中 的 整数 闭 包 为 5， T 为 上 的 子 划 ，, .7' 为 7 对 D 的 直 
余 集 。 证 明 ， 
(1) 对 aeEK*，(aT) =a-1T73 
(2) 车 TCS， 则 TCT“， 四 
”3) 车 了 为 了 的 非 车 分 理想 ， 则 7 亦 是 工 的 非 雳 分 理想 ， 
2。 符号 如 题 1 ， 证 明 
Ta ND,T) ND,TY, 


其 中 取 逼 局 中 的 素 起 根 ，(D,7) 7 表示 D， 7 对 D ,的 宇和 入 
3。 设 D 为 Dedekind 整 环 ，K 为 其 比 城 ，L/K 与 F/L 均 为 有 
限 可 高 扩张 ， D 在 L 及 F 中 的 整数 闭 包 分 别 为 5 和 R。 证 明 ， 
DR/D= Da/g* Da/ps 1 
其 中 为 去 关 式 ， 
4。 符号 如 题 3 。 证 明 ， 
Spy/x= Gay Nyx) 
《5 为 判别 式 )。 
”5。 设 D 为 Dedekind 整 环 ， 为 其 比 域 ，L/K,E/K 为 有 限 可 
离 扩张 ， 且 工 和 三 在 区 的 同一 代数 闲 包 内 ， 忆 在 工 及 呈 中 的 整数 
闭 包 分 别 为 S 和 R，D 在 LE 中 的 整数 闲 包 为 0， 工作 E = 天， 
《jsvpy0avp) =《1)。 证 明 ， 
ovp = (68/0) Mop/p) 
6，D,K,L,S 均 如 上 题 。 设 ?为 的 一 个 非 霸 案 理 想 , 也 在 
工 中 有 个 不 同 的 秦 因 子 91,99,…,9+1。 依 , 契 分 别 表示 如 和 不在 
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?-adic 拓 扑 下 的 完备 化 ， 才 :和 芭 ! 分 别 表示 3S 和 上 在 qiradie 拓扑 下 
的 完备 化 ， 证 明 对 5 的 任 一 理想 a ， 有 


NoCD = Ti， A CAB). 


7。 设 D 为 Dedekind 环 ，KK 为 D 的 比 域 ,，V 是 K 上 的 1 维 向 量 
空间 。 如 果 V 的 子 集 M 适 合 条 件 :， 《ay M 是 有 限 品 模 ; 《5B》 M 中 
含有 Y 的 一 组 下 基 ， 则 称 M 是 一 个 局 格 证明 :， 


“(0 对 任 一 D 格 M， M= 站 DM 


《2) 任 给 两 个 D 格 放 和 N， 总 有 aE€ DD， 使 4MCN， 
《3) 任 给 两 个 局 格 M 和 入 ， 则 对 于 几乎 所 有 的 PE SpecD， 
都 有 
D,M = 了 ， N, 
8, 设 M， N 是 D 格 ， 且 都 是 自 由 已 模 ， 人 M 和 六 作为 口 模 的 基 
分 别 为 {x1 ,x2,* ,Xn} 有 {yi , Y2,* 2 yn] 表 设 


其 中 作为 K 上 的 axn 短 阵 。 则 定义 入 对 M 的 D 模 指数 为 CdetA)D， 
记 为 [M:NJp。. . 
若 M 和 NN 不 从 是 自由 口 模 ， 则 定义 模 指数 为 


[M:NjJp,= I PD Da De No 


eS9eeDNO) 
现 设 L/ 坟 为 有 限 可 离 扩张 ，S 为 D 在 L 中 的 整数 闲 包 ，。 证 大， 
5D 对 S$ 中 任 一 非 舌 理想 a《 可 视 为 D 格 )， 有 
NyxC0) = {[S:a]p。 
《2》 sro= [5S':S1p， 共 中 5' 为 8 对 DD 的 互 余 模 。 
9、 设 D,K ,上 ,S,E,R,0O 均 如 题 5。 设 9 为 D 的 一 个 窜 
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理想 ， 满 足 ” 1 i 
pS = i 
这 里 9 是 $ 中 的 天明 起 (此 时 称 ? 在 8 中 全 分 睹 ， 寡 见 第 七 章 5 习 
题 8)。 又 Hp 在 妃 中 非 分 歧 ，m 为 B 的 :一 开 昔 臣 ，mm 门 S =p。 证 明 ， 
DK=LNE; |... i 
,© 9 在 LE 中 非 分 歧 ， 在 LE 中 分歧 。 i 
， 设 ( = exp(2ri/p")。 这 里 了 是 奇 素 数 ,， 0CD 下 将 GD) 
NA 
11. 设 =exp(2xi/m)， 区 中 "为 下 整数，m 为 寿 玫 流 4Im 
证 明 ，p|m<>(p) 在 QC) 中 分 法 。 
12. 证 明 ; .(2,V10) 不 是 Z. [wi0] 机 的 汕 是 相 南 此 可 和 
ZILW10] 的 因子 类 群 不 等 于 堵 。 
13. 设 S =C[x,j]/( 癌 一 yy 一 1))。 计 算 48ersis 
14. 设 $ =Crx， /Gy -1), 分 别 计算 多 sorn 及 
6 站 本 


H/CLx]e 


54 分 层 夫 


到 已 是 一 个 Dedekind 整 环 ， 天 是 它 的 比 域 ， L 是 是 天 的 有 限 
可 识 扩 域 ， 5 是 在 上 中 的 浆 裕 辣 记 。 在 上 一 节 中 ;我 们 户 线 证 
明了 ， D 中 只 有 有 限 多 个 来 理想 hi 在 S 中 是 分 歧 的 。 它们 是 由 
S 对 了 的 判别 式 规定 了 的 .同样 ,'S 中 只 有 有 限 多 个 案 齐 想 qj 
是 对 DD 分 歧 的 ， 它 们 是 由 5S 对 DD 的 表 差 趟 规定 了 的 ， 寄 本 节 中 ， 
我 们 假定 定 工 是 K 的 铭 罗 无 扩 域 ， 对 一 个 特定 的 素 理想 pC， 研 
完 p 在 S 中 的 分 歧 状况 。 “ 
以 下 , 令 G=GCL/K)， 即 为 上 对 时 的 锯 罗 芒 洁 。 合 时 是 一 个 
特定 的 在 p 之 上 的 素 理 想 ， 即 4 吓 8 的 索 理想 以 及 qf 站 D =h。 
显然 ，G 作 用 在 4 的 共 示 和 集 {91,"~,qo}( 凤 是 5 的 腑 有 在 也 
之 上 的 素 理想 的 集合 ) 上 ， 雍 处 41 = 应 用 定理 8.67 .9 的 轨道 
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0rheqy = (91 , 4g} 
我 们 有 定义 (参看 第 二 章 ); ， 
Tt 8 9 的 分 解 群 定义 为 
={o: 0(9) = 时 = 人 的 禾 定 子 群 Stab(q)。 
了 用 第 一 章 关于 稳定 子 群 的 讨论 ， 可 知 Cz 的 阶 … 
IG) =1/9=8f, 
这 里 n=[L:K], e ,f 分 别 为 4 的 缩 分 歧 指 数 和 剩余 次 数 ， 
2) qi 的 分 解 群 ' ee 即 Gz 的 共 且 子 群 此 处 or 铀 吓 
=Oi(q)。 
3 品德 广 zeroing 是 “分解” 的 吉 电 ， 因此 ,我们 用 Gz 
表示 分 解 群 。1 
人 分 KK2 为 避 2 的 不 变 猴 ， Kz 称 为 4 的 分 多 域 应 用 忽 罗 巨 理 
论 ， 立 得 工 2DKz 二 区》 了 是 到 :的 人 多 沈 扩 域 ，: 而 和 且 共 伯 罗 无 莅 
CCL/KEz)=G4，， 、 Kz] =ef, [天 z 天] = 9。 
仿 Dz 是 D 在 Ks 中 的 整数 亲 包 ， z=aNDs. 我 们 有 下 面 的 
定理 : 人 
定理 8.14 1) 我 们 有 料 面 的 关系 式 ， us- q"。 这 就 是 说 ， 
9 是 qz 之 上 的 唯一 a dp 对 Dsz 的 缩 分 歧 指 数 等 于 .9 


4 
WE 


的 利家 大 设 ， 
2) 更 进一步 阅 ， 疝 时 CH 是 Q 的 正规 子 群 那么 ，“ z 自 然 
是 ”的 何 罗 元 扩 磊 。 i 此 有 际 : 2 | 了 i 


站 0 (qd Ds, 


人 应 用 Gs 的 定义 它 的 元 于 5 全 部 保 控 4 山 到 自 
身 ， 因此 ， 在 Gz 作用 下 ，0Orb(q) =.{9}。; 几 定理 8, 多 注 得 4 是 
9z 之 企 的 唯一 的 卉 理想 ，- 苑 ,，，， 

qs - 9 
我 们 现在 要 证 明 e = ef。:… … 
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会 代 =[S/q:Dz/qz]; 涝 虑 D/pcD,/qzCS/q， 不 难得 出 
f*<f = [S/9:D/p], 


显然 ,pS=pDzS, pDz =931，a>1 1 是 Dz 的 理想 ， 从 
此 立 得 ， 
9 I= pS=9 TT;. 
t>1 、 ， 
由 Dedekind 折 环 环 的 理想 趴 一 分 解 定 ， 即 知 ca 
ae6+<Se 一 > ete, 
又 显然 e*f* = [上 :Ks] =ef， 结 合 前 面 已 证 的/* 志 1， 立 得 
oe=e*, f=f*, 4=1, 
2) 上 面 已 证 4=1 以 及 [Dz/9z:D/P]=1。 从 定理 8,6 立 唱 时 
出 ，9z 在 Kz a 以 及 . 


PD; = Tz. 


讨论 当 G 是 交换 群 时 ， 仁 一 个 子 如 都 是 下 夫子 群 ， 合 
nS = 了 91， 和 


因为 9 的 分 解 群 是 互相 共 槐 的 ，， 所 以 在 这 种 情形 于， 窑 们 ,全 相 
等 。 因此 ， Gz,Kz 是 所 有 qt 共有 的 :: 下 定理 说 ， 在 Kz 里 ， | 


.PDz = TIC Dz), 重生 轩 轩 生生 提 时 让 类 呈 


即 PDz 分 解 成 9 个 不 同 的 泰 理想 。 自然 ;. 每 一 个 qi 站 Dz 对 的 
缩 分 歧 指 数 及 剩余 浆 数 都 是 1 。 换 句 话说 ,， 从 五 到 并 z 作 域 的 扩 
充 时 ， 单纯 而 完 双 地 表现 了 烷 理 想 P 的 分 解 现象 | 
以 平 我 们 进一步 求 玉 z 的 扩 域 ， 以 日 纺 而 宕 双 地 表现 类 理想 
4 的 剩余 次 数 。 我们 给 出 定义 ;” : ，… 

定义 8.10 全 Gr={0EG:o(a)=a(modq), Yas). 称 
Gz 为 9 的 惯性 群 。 四 

讨论 1) 任 取 oEGr，aEq。 那 么 - 
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ola)meax=s0(mod 9)， 
即 o(o)Eq， 换 句 话 阅 ，c(9)C9。 以 o7! 代入 此 式 ,又 得 
9ColD), | 
所 以 oCq) =9, 这 也 就 是 说 Gr 是 Gz 的 子 群 。 
2) 更 进一步 说 ,G7 是 Gz 的 正规 子 群 。 任 取 0EGr, TEGz， 
a€ES, 则 有 . 
rar (0 ast(0r (a) -71(0)), 
由 于 orz-!(a) -ti(a)E9，r(q) =q， 所 以 
.Tor!(a) -a€Eq, 四 
即 rcr-IECr。 
3) 德 文 “Trigkeit” 是 “惯性 ”的 意思 ， 所 以 我 们 用 or 玫 
示人 惯性 群 。 | 
全 上 rz 表示 Cr 的 不 变 域 。Kr 称 为 q 的 惯性 域 ， 用 人 多 下 
论 ， 我 们 模 据 上 面 的 讨论 ， 基 知 : 和 
: KECKCKCLE, |: -< 
而 且 工 对 天 sr 泪 r 对 玫 z 都 是 伽 罗 瓦 扩 域 。 它们 的 人 罗 瓦 群 分 别 
是 Cr 及 Co/Gr 今 Dr 是 吕 在 ™r 中 的 整数 闭 包 ， qr =4N Dr。 
我 们 有 下 面 的 定理 : - ， “、 : 
十 理 8.15 1) S14 是 8 的 正规 扩 城 ， 必 它 的 僵 罗 巨 群 与 
Cz/cr 闻 构 六 本 : 
2) 今 Z# 为 D/p 在 3S/q 由 的 可 高 闭 包 ， fo= LL*:D/p] ,Pp 
为 D/P 前 特征 数 ， £S/9:D/P] =for(p')"。 于 和 ， 
:. Kriz =fo qzDr=9r, 
自然 ，qz 对 Kz 的 缩 分 歧 指 数 是 1 ， 箱 余 次 数 是 f0。 
3) [L:Kr]=elp’)", [S/9: Dr/97] = (Cp)", S/9 是 Dr/qr 
的 统 不 可 亢 扩 域 ，9rD =q"。- -自然 ， q 对 Kz 鸭 缩 分 版 指数 是 ， 
镜 余 闷 数 是 (p’)"。 
证 明 1) 及 2), 任 取 3E5J9, 全 4 是 遇 的 象 源 。 - 设 4 对 下 
的 极 小 多 项 式 为 
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f(x) =x" Te 二 or， cnED, 


因为 工 是 天 的 正规 扩 域 ， 所 以 土 式 了 下 以 分 解 成 . : ,，，. 
f(x) = ed), 65, f= a, oo 

对 9 取 剩余 ， 立 得 
7 = TIc- Dy, te 


因而 对 DYP 的 极 小 多 项 式 必 是 FD 的 因子 ， 它 在 Sh 中 有 所 
有 的 根 。 我 们 立刻 导出 S$/9 是 D/P 的 正规 扩 域 。. : 
. 念 日 为 3/9 对 避 放 移 自 辕 攀 群 、 我们 害 闷 由 -0 让 如 所 . 引 生 
的 映射 Gz/Gr 一 人 这 里 同人 
: a (0 ,EG 
显然 这 个 定义 与 所 的 象 源 4 的 选 到 元 浪 j: (有 二 和 3 
为 么 映射 >0(0) -WE9CVN ES) EDI EEG, 
揪 此 ， 这 个 喘 射 的 定义 是 和 良好 的 而 状 是 A 个 弟 射 AR 人 有 
显然 ， 芭 是 Zn 对 忆 /p 的 伽 罗 元 群 2 应 ;用 定理 5.21; 在 混 
D/P 的 一 单 扩 域 ， 故 可 设 L* = (D/p) [下 。 任 取 如 年 本 我 们 要 
证 明 ， 存 在 一 个 acEC; 使 =oa' 必 这样 就 建立 了 Caz/p 攻 到 人 的 
单 满 有 映 射 ， 因 而 不 难看 出 ， 二 者 是 风物 的 ， 要 验证 民风 贾 
证 明 5(B》=o0 8) 即 训 。 

全 5 是 5 的 象 源 .. 又 全 biES 是 避 对 于 Xs 的 此 频 死 守 这 
里 b=b， 那 么 ， 与 前 面 和 一样，8. 对 于 Drzyq 攻 的 共 统 元 素 不 出 
{51," By ?之 处， 我 们 应 用 定理 8,1 禾 人 有 i 

: . [Dasf9E: DI = se i 
即 Du/9s=D/p。 因此 ， 好 对 本 .DA 的 鸭 锯 元 素 也 不 用 4 ‘by 
之 外 。 于 是 0’ (5) = 5;( 对 茶 个 了 )。 自然 有 个 Eis 使 
GD = 如 。 湛 么 ,0 和 .35。 这样 就 证 明了 3 ,、 ss 
这 样 ， 即 有 [Kr:Kz] =o(Gz/Gr) = [L*: Dm 2 3 吉 们 殷 
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站 硒 的 讨论 ， 防 用 到 帮 gt 帮 大 的 情形 (< 划 以 K* 取代 上 面 的 
Ky. 那么 ， K;= KSEE, 相应 的 群 G% =G*=G*。 于 是 
Ha ， 0 下 $= =1。 加 . 
就 是 说 /9 是 : D*/p* = Drjqi 的 纯 不 可 离 扩 域 。 换 可 之 ， 
Ce CDrjqr ‘LDi/qr:D/9] fo, 
义 从 另外 一 方面 来 郑 虑 ， 我 们 有 ， 
‘ [Dyfar: Dfp] ,el(qr) fo, 
其 中 e(qz) 为 qz 对 五 的 缩 分 歧 指 数 。 因 此 立 得 ,Dry/qzr = 了 +， 
LDiyqzsD/ 时 = [Dr/q7:i 9 fo, 
qr 对 Dz 的 缩 分 歧 指 数 等 于 1 ，qzDr = dr， 
3) 已 经 知道 [L: 2] =6f =efo Cp "ys [Kr:Ks]= fo 以 
2 [3: Kj] ep )", 
显然 ，qy7S= 9 儿 那 发，d 对 Kz 的 剩余 头 数 必然 是 (p’)"。 上 |” 
讨论 。 上面 两 个 定理 是 说 ， 从 玉 到 荆 的 爷 罗 无 扩张 ， 可 以 播 
入 两 个 折 域 : :从 到 下 2， : 贫 开 EY 上 面 的 素 更 想 {9z】; 任 取 出 
域 的 可 离 扩张 ,43 葵 无 僵 解 现象， 也 无 缩 分 战 指数 的 增加 ;从 
Kz 扩充 到 上 ， 此 时 显现 了 缩 分 歧 指 数 的 对 部 增加 ， 以 及 商城 的 
纯 不 可 离 扩 张 。 各 站 本 二 和 4 大 


域 扩张 沈 睹 站 ep) 
CC L. 
整 D C D, cD Cc S 
素 理想 hiC.qz CC qr CC q 
、 剩 余 浆 数 .1 fo GO 
” 缩 分 歧 指数 lL e 


定义 8.11 后 用 的 记 和 区 全 六 对 人 直上 为 
erp OW he 
例 11 全 8。 人 上 是 日 的 二 浆 扩 域 ,上 =Q(W ni), mE 
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乙 ， 姑 无 重 因子 。 那 么 ， 了 显然 是 @@ 的 伽 罗 瓦 扩 域 。 今 了 是 工 
的 代数 整数 环 。 根 据 例 8 的 计算 ， 我 们 已 知 ， 
1) 如 果 m=2,3(mod 4)， 则 表 差 式 grvz = 2 m 荆 ， 判 别 式 
67/z = AMmZ, 
2) 如 果 m==1Cmod 4 )， 则 表 差 式 gr = mT， 判 别 式 
nz = m2, . 
因此 ， 我 们 立 列 算 出 Z 中 对 工分 歧 的 素数 如 下 : 
1) p 是 光 的 奇 天 因子 ， 
2) 如 果 mn 二 2,3C(mod 4 )， 则 2 也 是 分 歧 素 数 ， 
在 这 种 情形 下 ，pT = 49。 
我 们 考虑 其 余 的 素数 p 直 mm。 | ， 
1) 如 果 fr 二 2,3(mod 4), 则 T=Z2Z+Zwvm。 全 4 为 了 的 
素 理想 ，qfiZ =pZ。 那 么 ， 含 5: ZTx]>T=Z[Wm] 为 0(x) 
=wm3 引 生 的 环 上 映射， 则 
T/q~Z[x]/o- (OZ/pZ) x1/ — m9, 
其 中 9 为 c-1(q) 在 自然 映射 和 i 
Zixj>(Z/pZIxI -> /pZ YExI/ x? — Mm) 
干 的 象 。 时 
如 果 方 程式 x? 一 砚 =0 在 Z/pZ 中 有 解 ， 则 
CZ/pZILxI/ Cx: -mLZ /PZIDZ /PZ), 
于 是 不 难看 出 ,7T/9=Z/pZ， 即 f=[T/9:2Z/p21=1, g=2。 
所 以 
PT =qi9q， qq 


我 们 称 这 种 p 为 分 解 型 的 。 请 注意 ， 上 面 的 条 件 《x* ~ 名 =0 在 
Z/pZ 中 有 解 ) 即 是 Legendre 符号 (六 )=1. 
如 果 方 程式 如 -而 = 0 在 也/pZ 中 无 解 ， 则 不 难看 出 
TJq= (2Z/pZIV mj, LT/a:2Z/pZ)=2, 9=1,: 
210 


此 时 pT = 9。 我 们 称 这 样 的 了 为 惯性 独 的 ， 这 时 的 条 件 即 是 
Legendie 符号 ( (= ~1。 | 

2) 如 果 m=-1Cmed 4》, , 则 寿 素数 的 分 解 情况 与 1) 会 同 。.， 
但 关于 素数 2 的 讨论 并 没有 完 成 。 售 ef=(L+w 人 )/2， 那 么 
人 T= Z[e*]。e* 对 于 Q 的 极 小 方程 式 是 

~ Xr- m=1)/4=0, 

圭 式 mod 2 以 后 ， 当 加 ==1 (mod 8) 时 ， 此 方程 式 在 (Z/22Z)[x] 中 
可 以 区 解 。 此 时 2 是 分 解 型 的 。 当 m=5(mod 8) 时 ， 此 方程 式 在 
Z/22Z 中 无 根 ，2 是 惯性 型 的 。 

妆 疡 是 分 解 型 时 ， Kz= Kyr=L, Gz = Gr = {0}s 

当 是 惯性 型 时 ，XK = Kz,Kr=L,Gz={e,r}=G,Gr= {0)s 

当 p 是 分 玻 型 时 ，K = 下。 =Kr, Gs=Gr=G= {er}, 

上 面 的 + 是 出 宙 忆 二 V 砚 引 生 出 的 工 的 自 同 构 。 | 

例 12 参考 例 9 。 令 p 是 一 个 奇 素 数 。 我 们 考虑 割 圆 多 项 式 

pp(z) = x4 ~1)/ Cr- 1). 
合 $ 是 它 的 一 个 根 。 则 QI] = 工 的 代数 整数 环 了 = 2 。 
我 们 经 知道 grvz = (ps-?)， rm ((1 -总 和 2)。 
pT or 17, 
对 (1 -而 塞 , K = Kz = Kr。 

任 取 一 个 素数 pi 三 Pp。 不 难看 出 , 它 的 缩 分 歧 指 数 。=1, 而 且 
因为 Z/p.Z 是 完全 域 ， 所 以 ， 上 面 定理 中 的 fo=f. 

已 知 工 对 Q 的 伤 罗 瓦 群 G 是 循环 群 ，0CG) =p-1， 所 以 在 
mip ~1 时 ， 它 有 唯一 的 tw 阶 子 群 。 因此 ， 对 一 个 固定 的 pl:， 想 
要 决定 Ga,Gr 等 ， 无 非 是 决定 它们 的 阶 。 

已 知 pi( 半 p) 是 非 分 歧 的 ，e=1， 所 以 1g =p-1， , 我 们 现 
在 来 计算 f.。 合 是 了 的 来 理想 ，q41 几 2 = 记名 。 命 


‘ZIx—T= ZI 
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为 atx) =? 强生 的 环 肌 射 人 则 aa 
TV/q 一 [xz]/o-!(9)= (CCZV/piZ) Ex]/ (Pe)W9, -1 

其 中 pCx) 为 ppCx) 在 自然 映射 Z[x]->(Z /pi 儿 ) [x] 下 的 象 ，9 为 
0™1(9) 在 映射 了 [器 ZB/p2) -eZ/b.2y [国人 (gp (x)) 下 的 


象 。 我 们 考虑 (Z/p: 加 ) [z]A(GpCx3)。 易 见 " 
2 > > 


V0 = ITuco， 必 kx) EAZ /p12 ) [x], 


~ 


其 中 庄 避 C) 是 东 可 分 和 的 全 项 式 ， tt gp 人 za 无 
重 根 )， 于 是 交 ™ ~ 


(Z /p12) EXD/ (Po) = @ cz1rapC1tuto » Bh ， 


此 处 后 都 是 域 。 于 是 ， 不 难看 出 ，T/9 与 菜 个 如 自然 疗 构 ， 注 
间 到 pp(*) 的 每 一 个 根 都 村 苞 本 原单 位 根 ， 应 用 便 罗 部 理论 ， 
可 知 诸 hu(x) 浆 数 迪 相等。 全 i 


y 
f= deg h(2), 本 


则 7 即 是 4 对 Q 的 剩余 藉 数 。 易 知 1= 2 四 
现在 我 们 要 说明 ， 

J = min{7*: /为 正 整 数 ，pt 一 1(modp) “i 

这 是 因为 ，hiC*) 的 任 一 个 粮 和 (于 17 屿 时 适合 


1 
3 ， 多 = 1 工 ， [a {1 1 1 
也 以 PIpf 1: 反之， 设 有 人 使 plp 人 -1， 那么 > 
“ ti 
ll 1 ， |! 
所 以 x? -1 的 根 在 基数 为 p 了 “的 有 限 钙 直 中 ， 和 
在 局 中 ,所 以 fQ。 i 
上 面 我 伯 已 经 自由 了 六。 于 是 六 = Cp ~1)/ 见 这样， :我 人 
可 以 知道 Gz(Gz = {eD 及 六 (Kz = 上 0Q06])。 
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上 
习 题 . | . 

Ddekind 整 环 ， 于 为 其 世 域 ， 工 /下 为 有 限 伽 罗 
矶 扩张 ，F 为 L/K 的 中 间 域 ， 日 =GCL/F)，9 为 了 中 的 素 进 想 ， 
汉 深 洁 孔 芍 分 角 姓 和 多 柱 群 分 别 为 Gz, 和 +， 证明: 4 闫 于 
L/PF 的 分 解 群 和 惯性 群 分 别 为 Gz 人 \ 瑟 及 Gr 作 H。 i 

2， 说 万 为 Dedekind 整 环 ; 下 为 其 比 域 FY 多 汶 有 限 可 训 
- 扩 次 -- 是 包 窜 ， 的 十 的 最 小 和 罗 亏 和 人 Tn 是 D 的 一 个 非 需 
. 业 理 想 ; - 讶 明 入 

(1)》 ?在 下 内 守业 分 < 在 二 内 完 分 裂 (所谓 p 7 内 
完全 分 村 (splits ompletely), 芭 p 在 和 肉 分解 中 个 不 网 的 
此 园子) 本 SEA . 

(2) p 在 F 内 非 分 读 <> 在 上 内 章 分 村 

3， 设 D 为 Dedekin4 坎 环 ; 3K 为 其 比 域 ，F/K， PK 为 有 
限 可 离 扩张 是 攻关 皇 小 的 阅 研 代数 阳 刨 茹 证) 只 为 在 刀 中 
的 整数 闭 包 ，? 为 也 的 一 泰 择 想 让 可 为 有 的 来 理想 ， 0 
且 D/P 为 完 僵 域 。 证 明 ， “2 - 

(1) 如 果 P 在 中 完 公分 狼 ; 则 9 在 EP 中 沉 委 分 到; 

(2) 如 果 在 正中 非 分 起 ， 出 :9 在 党 六 中 非 分 歧 。 

4， 迹 Db Dodakind 昌 环 ,， 匹 为 其 域 ， 汪 /KK 为 有 限 佬 罗 
瓦 扩张 ，S 为 D 在 寺中 的 驳 数 闭 包 ,: 4 为 3 中 非 需 替 理 想 P= 
9 站 D，9 的 分 解 群 和 惯性 人 群 分 别 认为 G3; 和 Gr。 证明: 

(1) Gz=G(L /Rk); 

(2) Cr 同 构 于 98 对 上 /让 的 惯性 群 ， 
其 中 了 ,有 和 下 分 别 表示 了 ,8S (对 9-adic 拓扑) 和 K(《 对 p-adic 
拓扑 ) 的 完备 化 。 

5。 设 天 为 数 域 ，Z/ 天 为 仰 罗 瓦 扩张 ,， 忆 和 8 分别 表 示 天 和 
上 中 的 代数 整数 环 ，9 为 S 中 的 非 雳 素 理 想 。 定 义 

={0EG(L/K): o(x)=x(mod q+1), YXES} 
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Ci = 0 村 为 9 的 第 “个 全 烤 和 证 明 ， 
py GrOT .IT I | 
(2) Crjr 与 域 SJ/9 的 元 表 于 名 风 交 天 加 区 ,1 故 
Gr/ 六 为 循环 群 : ，. .、，、- 人 
. C3) Var 1 2%° A A 必 % 
换 p 于 ， 由 由 
:(4) 9 的 分 解 群 Gz 是 柯 解 姥 。 0 
6， 谋 5=exp(2ni{m)s 其中 后 为 数 度 41 mm 全 QC 的 代 
数 整 数 环 为 R。 设 ? 为 素数 ， ?为 “的 一 个 来 理想 | PN Qen2. 
证 明 ; :的 i 
《1) [QOO): Q] = pCm), 为 大 过 本数 ， J #7 
(2) 营 p 卡 坟 ， 则 tt (mod Diinodn 
(3) 者 ptm . 则 、: 人 下 和 下 1 
2 Re ba i 
其中 hr Rp 下 中 p3i ea 
全 1m Vii ke a 
成 立 的 最 小 正 整数 了 9g= pa A 
(4) 车 pm， 售 到 = 月 次 《mpD791 刚 - | 1 
.., PR=(P° pg?” 所 
其 中 六 有 中 的。 对 各 的 利信 赤 下地 人 所- 
1 A 
的 最 小 正 整数 下 ; g= gm/ 和 


or ， 
人 i 四 
。 i 人 
(1 . - 罗 
' 人 0 
区 
La ol 
~: 
RC 


+r. 全 ne 
i 
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第 九 章 同调 代数 


31 复合 形 


闻 调 代数 起 源 于 拓扑 学 。 
我 们 考虑 如 下 的 情形 ， 取 一 个 
三 角形 〈 图 9.1)。 仿 有 疝 三 角 
形 4BC 为 a ， 有 向 线段 4B， 
BC,CA 为 bi,bo,bs， 三 点 A， 
也 ,C 为 clcscsg。 双 分 2 为 边 
绿 算 子 。 我 们 立 得 
d(Ca) =b, +b, +b,, - 入 9.1 
d(b1) = -01, d(b,)=0s ~ 0, d(bs) =0,— 0s, . 
d(c) =0, i=1,2,3, 
容易 验证 
dz(a) =d(d(a)) =0, dbi) =0, i=1,2,3, 
我 们 可 以 引入 代数 结构 ， 合 Cs 为 4 生成 的 自由 交换 群 ，Ci 为 51， 
b2,bs 生成 的 自由 交换 群 ，Co 为 cl,ca,cs 生成 的 自由 交换 群 。 我 
们 自然 扩充 为 Co>Ci，Ci->Co, Co>0 的 群 映射 ， 得 出 下 图 ， 
C, 一 > 0 一 > 0, 一 > 0。 
为 了 清楚 起 见 ， 我 们 把 上 面 的 & 用 三 种 符号 表示 如 下 ;: 
C, -> OC, > cy > 0, 
显然 ，di 适合 
didi=0, 1=1,2。 
我 们 注意 到 “交换 群 ” 是 一 种 “Z 模 ”， 因 此 ， 可 以 推广 上 面 的 讨 
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论 到 一 般 的 环 尺 的 模 上 去 。 

定义 9.1 设 R 为 一 环 .所谓 一 个 RR 复合 形 (C ,4), 即 是 一 组 
只 模 Cr: (i€EZ》 及 民 上 映射 4: Ct->Cit， 适 合 didi=0。 又 设 
(C,d) ,CC ,td ) 为 两 个 尺 复合 形 ， 所 谓 (C ,有 ) 到 (CC',d’ ) 的 映射 4 
是 指 一 组 映射 ui: Ci-*C4， 使 


Gisdi = = 由 天 


或 写成 
ad = do、 

也 即 是 说 ， 下 图 

Ci > Ci 

四 | 上 |- 

9 > C4 

是 可 交换 的 。 
例 1 在 上 面 讨论 的 拓扑 学 的 例子 中 ， 我 们 可 以 今 


Cs=0,=""=0, C-=C-=…=0， 
由 =d=…=0，d4=ds=…= 0。 
则 (C ,Z2 成 为 一 个 适合 定义 9.1 的 之 复合 形 。 
例 2 设 K=C[x,y,z]， 
Co=K C_, = 天 dx 四 人 dy 中 Kdz， 
Cs= KdyNds)®K dz Nd OK dx Ndy), 
Cs=K(dxA\dyA\dz), 
此 处 “人 ”是 外 积 ， 即 
dz 人 dx=dy 人 dy = dz 人 dz = 0， 
dxAdy= -dyNdx, dyN\dz= -dz 人 dy， dzANA 人 dx= -dx 人 dz。 
我 们 定义 


0 
doCf x,y,2)) = = dr + dy + 0f I» 


d_ (fidx + fody +f3d2) 
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-( 守 -5 9, 这 )uAdzr( 绍 - 后 )uzAdz 


+ -3 0 DD) 人 dy 


d_sCfidyAdz + fedzA\dx + fsdxAdy) 


-( 安 :+ fs )dxAdyAd. 
请 注意 ，do 即 是 高 等 微 积 分 中 的 实 度 算 子 ，d-_1 即 旋 度 算 子 ，4-。 
即 散 度 算 子 。 我 们 定义 其 余 的 Ci 及 di 此 为 0。 如 此 则 定义 出 一 
个 C 复合 形 。 | | 
设 (C, d ) 是 一 个 及 复合 形 。 从 下 式 
didiriCir1=0 
立 得 diti 的 象 diriCi41 包含 在 di 的 核 之 中 。 我 们 常用 Zi 表示 
di 的 核 ， 其 中 的 元 素 称 为 工 阶 闭 链 ， 或 简称 为 闭 链 ， 又 用 已 表 
示 dtsiCis， 其 中 的 元 素 称 为 工 阶 边 绿 ， 或 简称 为 边 绿 。 于 是 有 
BCZ:， 二 者 此 是 及 模 。 
定义 9.2 商 模 Qi/B; 称 为 复合 形 (6， 人 的 1 阶 同 调 模 , 记 
为 Hi=HAC), 
例 5 计算 上 面 两 个 例子 的 同调 模 。 在 例 1 中， 
Zo=Z0DZLeDBE os, 
B=Z(cs—0) +Z(cs -cs) +Z(0— 0c), 


所 以 Ho= Zo/ Bo 一 了， 

双 2 = 了 (b+bs+bs)= 了 |， 
所 以 刀 =2ZV/B=0。 

双 2.=0=B,, 

所 以 H, = 2,/B, = 

其 余 的 日; 篆 为 0。 


现在 计算 例 2 。 显 然 有 
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doCf x,y,2)) =0 和 > f(x,y,2) EC, 
立 得 Hy=2/B,=C/(00)~C., 又 有 


d_(fidx + fody + fsdz) =0 


af -af fi_Bfs Bf, 
yd x? 


<-> 存 在 g(xX,y,2)， 使 得 
doC9Cx,y,2)) = fidx + fody + fsdz 
《高 等 微 积分 定理 ) 
<>f dx +fody +fdz EB, 
所 以 Hi=2.,/B., =10。 双 有 


ds(1d4gANAdz+jdzN 人 dx+jfsdx 人 dy) =0 


< 存在 jdx + hody +hsdzx， 使 得 
d_iChidx + hdy + hsdz) 
=fidyAdz + fedzAdx + fdxAdy 
(高 等 微 积 分 定理 ) 
<>fidyNdz +fodzsAdx+fadrxN\dy€t Bb.,, 
所 以 H.,=2./B-e = 0, 
又 不 难看 出 
Z_s=K(dxAdyAdz), 


及 任 取 gCx,y,z)dx 作 dy 八 4z， 总 可 以 找到 《x,y,z)， 使 得 


= = g(x,y,2), 


也 即 ， 
d_s(fdyA\dz) = g(x,y,2)dxAdyN dz, 
所 以 H_s=2.8/B.s= 0 。 
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共 余 的 HH, 蕴 为 0。 
请 问 读者， 本 例 中 两 欢 担 到 的 高 等 微 积分 中 的 定理 ， 赵 指 化 
么 ? 请 向 梯度 、 旋 度 、 散 度 三 算 子 的 方向 去 追查 ， 
例 4 今 乓 = C((z))， 即 所 有 的 形式 的 亚 纯 夯 数 构成 的 域 。 
合 Co= 天 ，C_=Kdxr d 四 的 定义 如 下 : 
| dof (x) = f’ (x) dx, 
我 们 定义 其 余 的 Ci 及 di 此 为 0。 则 (C ,人 显然 是 5 复合 形 。 现 
在 我 们 来 计算 |。 首先 ， 
Z,=C, B,=10, 
所 以 Ho=Z0/Bo~C., 
不 难看 出 ，Z_, = C1 = Kdx。 任 取 g(x)EK， 


g(xX) = 2 QHX 9 


f=-—nm 


则 ， 存 在 f(x)EK， 使 1 Cx) = g(x) < 之 4_1=0。 所 以 


B= {及 aix'dx: a_1=0 } 
i 


r: Hi=Z_1/B_ +C, 


r (Bar: dx) =a_ 
{ 


是 同 构 。 所 以 H-,~C。 这 里 的 + 即 是 复 变 阔 数 沦 中 的 “剩余 喘 
射 ” 。 与 前 面 的 例子 相同 ， 共 余 的 三: 昔 为 0。 | 

- 如 果 对 所 有 的 i 过 0，Ci 上 蕴 为 0， 我 们 常 称 此 种 复合 形 为 正 复 
合 形 或 链 复合 形 ， 反 之 ， 如 果 对 所 有 的 上 >0，Ci 此 为 0， 则 称 
此 种 复合 形 为 负 复合 形 或 上 链 复合 形 。 在 上 链 复 合 形 中 。 通 常 改 
变 符号 ， 记 

Ci=C;, d!=d_;, 
于 是 有 
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o_o 1 对 2 a2 
0 一 > CI 一 > Cl 一 -> 0 — > 


Se 
. 


所 有 的 术语 也 仿 此 改称 为 上 闭 链 、 上 边 绿 、 上 同调 模 等 等 ， 
当 五 (C) =0 时 ， 我 们 自然 得 出 
Zi=B:, kerd =imditi。 
此 时 我 们 称 复 合 形 在 处 是 “ 正 合 的 ”。 一 般 车 之， 我们 有 
定义 9.5 设 4, 有 8,C 是 及 模 。 在 下 列 图 形 中 ， 
4 一 >B- 一 >C， 
此 处 4,B 是 模 映射 ， 如 果 有 


im a = ker b, 
则 称 上 面 的 序列 在 8B 处 是 正 合 的 ， 或 在 中 央 处 是 正 合 的 。 
习 题 
1。 计算 8 字形 的 同调 横 。 复 合 形 如 图 。 
2。 计算 圆 环 面 的 同调 模 ， 复 合 形 如 图 。 (把 正方 形 两 边 对 


粘 起 来 ， 成 为 一 个 简 形 ， 再 把 简 形 的 两 圆 边 粘 起 来 ， 则 成 一 圆 环 
面 。) 


4 4 


题 1 图 题 2 图 
3、 计算 实 射影 平面 (real projective Plane) 的 同调 模 ， 复 合 
形 如 图 。 〈 实 射影 平面 即 粘 合 二 维 球面 的 对 径 点 所 得 出 的 拓扑 空 
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间 . ) 

4。 本 节 例 3 中 所 提 到 的 “高 
等 微 积分 ”中 的 定理 是 什么 ? 

5。 参考 例 2 及 例 3 ， 今 ， 

及 ={ 三 维 空间 及 : 上 的 

可 微 画 数 }。 ‘ 
定义 
C=K, . 
C= Kdx@KdyD Kdz, 题 3 图 
Cs= KdyN\dz®KdzAdx@KdxAdy, Cs=KdxA\dyNdz, 
定义 ,41,4-s 如 例 2。 证 明 HCC) 二 R， 其余 H;(C) = 0。 

6。 仿照 例 4， 用 C{{*}} ={ 在 0 点 附近 的 亚 纯 画 数 } 代替 
C((x))， 爸 造 复合 形 C ， 再 计算 了:(C)。 请 注意 C{{x}) 的 元 素 
在 0 点 的 一 个 邻 域 N\{0} 是 解析 画 数 。 

7。 设 玉 是 域 ，(C,d) 是 -一 个 下 模 复 合 形 。 假 设 

>dim C ,< +co。 
证 明 i . 
D1(-1) 'dim Ci =2(-1)'dim H,(C). 

8。 设 M 是 一 个 及 模 ， 令 Ci=MGEZ)， 及 由 =0。 证 明达 
样 得 到 一 个 尽 模 复 合 形 ， 工 求 刀 ,(C) 。 

9。 给 定 尺 模 正 合 序 列 

0 一 > Mi 一 > M 一 > M, -一 > 0， _ 
我 们 令 Ci = 0(G 委 0)，C = M，C = M,Cs=M,, 0;=0(>4)。 
又 今 有 =1，ds=a， dj =0(01 寺 2,3)。 证 了 明 这 样 得 到 一 个 及 楼 复 
合 形 ， 莽 求 媚 ,(C)。 
10。 设 G 是 有 限 交 换 群 , R= 2Z{GI 为 整 系数 群 环 , 作 G 的 笛 卡 
尔 乘积 : 


f+1 


Gitl = GxGx x 《>>0)， 
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会 Cit 是 由 G'*! 生成 的 自由 交换 群 ， 而 C; = 0 (17<0)， 对 任意 
0EC， 定 义 它 在 Ci 的 基 元素 的 作用 为 

g(90,91,°" ,91) = (g990,991,. ,991). 
按 线 性 原则 扩充 为 R 在 Ci 上 的 作用 , 使 Ci 成 为 R 模 。 定 义 在 
Ci 的 基 元 素 上 的 作用 为 


1 


1 
diCgo»°" ,90) = Dy -HDi (90% 911,9141,°" 91) (i20), 
i-0 


di=0 (i<0), 
再 按 线 性 原则 扩充 为 C, 到 C,-1 的 RR 模 映 射 。 证 明 这 样 得 出 一 
个 尺 模 复 合 形 。 
11。 设 a 是 RR 模 复合 形 (C,d) 到 尺 模 复合 形 (C’,d’) 的 映射 ， 
使 下 图 


一 > 0 > 0 —> 


交换 。 今 C? = Ci-_: 由 CIGEZ)， 对 x_iEC 和 XiEC14， 定 义 
G11 1 7 = Cd Xi OX + di xt ), 
证 明 (C*，d*) 是 一 个 RR 模 复合 形 。 
12。 设 (C,d) 是 Z 模 复合 形 、 其 中 每 个 C， 都 是 自由 Z 模 ， 证 
明 Zs 和 Bs 也 是 自由 Z 模 ， 且 24 是 Cs 的 站 和 因子 ， 


$2 同调 序列 


设 (Cd) 及 (CY ,dr) 为 两 个 复合 形 ，8 = {B81}: C~>C* 为 映 
射 。 在 下 列 图 形 中 ， 


4441 C ds C 
1+1 一 > “一 > -1 一 一 > 
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任 取 z ‘EZ b :EB,, 则 有 
0=B,_1d,(21) = d1B,(z,), 
所 以 pzDE2ZT。 今 . 
=diiCairi)， aaECir， 
则 
BiG) =B diri(art) = 4d CB a+)), 
如 B,Cb;)EB1。 所 以 可 以 定义 
Bi: Hi,(C) 一 HC’), 
Bi(Lz1]) =Lhi(22)], 
这 里 [zj] 宪 示 z， 在 同调 群 五 ;(C) 中 代表 的 元 素 ( 同 调 类 )， 
例 5 我 们 应 用 例 1。 令 (C,d) 为 例 1 的 2 复合 形 ，(C ,4 ) 相 
应 于 三 角形 的 边界 ， 即 
CC = Zh BLDBZLbs, C= Do 由 Do 中 os， 
C=0， ViS0,1， 

我 们 定义 映射 a= {91}: C 一 C， 其 中 41,00 为 等 同 映射 ， 其 余 的 
Qi 上 背 为 0。 不 难 算出 | 
=Z(b thot+bs), B=0, 

H.(C’)~2, HC’ )~2Z, 

其 余 的 吾 :(C') 均 为 0。 此 时 0 为 铸 同 映射 ，; 为 0 映射， 其余 

的 8&8, 均 为 0 映射 。 | 
参考 上 面 的 例子 , 设 有 民 复 合 形 (C,4) ,CC ,4d’) 及 映射 9: C" 
->C， 我 们 可 以 进一步 地 构成 一 个 RR 复合 形 (C* ,4d”) 如 下 ; 兮 
=Ci/ai(C1); 
双 ， 当 a1=6,EC4 时， 今 
dr a1) = d(Ca1), 
显而易见 ， 当 5+ = 了 时 ， 有 at=j+a(da)，oECi。 于 是 有 
di(a1) = di(f1) +di0t(Cai) 
= tard (a) = di(f0), 
所 以 全 的 定义 是 良好 的 。 易 于 验证 (C4 ,4 ?为 一 个 信 复 合 形 。 
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如 此 得 出 的 三 组 同调 模 序列 右 :CC) ,HiCC'),Hi(C*) 之 间 有 
何 关系 ? 为 此 ， 我 们 引入 定义 : 
定义 9.4 ” 设 有 复合 形 C',C,C? 及 映射 
CrysC > Cr, 
如 果 对 任意 的 i， 序 列 


a [4 
0 一 > 0 一 ”Ci 一 > 0 一 > 0 


都 是 正 合 的 ， 即 ，0i 是 单 射 ， 有 是 满 射 ，im ci = ker 1 则 我 们 称 


C' 一 >C 一 >C/ 为 短 正 合 序列 。 
定理 9.1 设 C' 一 >C 一 >C* 是 短 正 合 序 列 , 则 存在 一 组 连 
结 映射 41(iE Z)， 使 下 面 的 同调 模 序列 为 正 合 序 列 ， 
一 > 万 ;(C/ )_ >H, (0) >H, (C1) Hi’) 2 
证 明 ”此 定理 的 证 法 是 所 谓 “ 查 图 法 ”。 这 是 同调 代数 的 标 
难 证 明 方法 之 一 ， 读 者 应 该 细心 体会 。 我 们 作 下 图 ， 


0 0 0 0 
取 21E21。 因为 i 列 是 正 合 的 ， 所 以 必 有 2;ECi， 使 
27 = Pi(z21), 
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此 处 所 取 的 xz: 有 几 分 任意 性 。 我 们 有 
p_idi(zD = dtBi(2s) = dr1(21) =0, 
因为 i-1 列 是 正 合 的 ， 即 
im ai.1 = ker Pi_1 SD di(z1), 
所 以 存在 唯一 的 x1.1EC01-1， 使 
Qi1(241) = di(21), 

- 例 A441《[z1I) =[z1-:Jj。 自 然 有 

Giadi 21) = dii0 (741) = diidi(21) =0, 
因为 01- 是 单 射 ， 所 以 di 1(241) =0、 即 241 E21 [241] 
确 为 昌 i1(C') 中 的 元 素 。 

如 此 规定 的 4 是否 是 息 好 的 ? 我们 研究 ?1 的 任意 性 、 设 另 
有 一 个 z1， 同 样 适合 27 = Bi(z41)， 则 

Bilz1— 21) =21—21=0, 
利用 + 下 的 正 全 性， 立 得 
—31=0(21) Eimor=ker Bt, 24ECs, 

入 相当 于 24.1 的 元 素 为 引 _， 即 041631-1) = di(31)，、， 则 有 

0i_i(2 一 中 = 一 30 = di01(21) = Qi-1d C24), 
因为 0i-1 是 单 射 ， 所 以 得 出 

wi B= dz1) EB 

所 以 ， 当 考虑 商 模 Hi-1(C’) =21-1/Bi-s 时 ， 此 种 任意 性 立刻 消 
和 失 了 。 

以 下 我 们 分 三 个 步骤 来 证 明 本 定理 考虑 的 同调 模 序列 的 正 合 
性 ，1) im G1 = ker 万 2) im Pi=ker Ai; 3) im A = Ker G1, 

1) 任 取 [x1JE HiCC')，z1 E24， 则 有 

Bia[z1]) = Pilarz)]) =Lhia(z1)] =0, 
也 即 im biCker Pi。 反 过 来 ， 任 取 xz1E Zi, 使 得 [z1] Eker Pi,。 
则 有 0= Br([zJ) = [ps(zD0]， 即 
Biz) EB =im dts. 

所 以 存在 zf 及 Zini， 使 
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Pi(20) = d1 ,1(2741), 2141= Birilzir1), 

于 是 Bi(22) = df Biri(zi41) = Bidiri(zi41)， 所 以 

0= Pi(z1 ~ diri(zi1+2)), | 
也 有 即 wi— diri(zi111) E ker Bi =im ol。 
于 是 存在 24 ECi;， 使 | 

Zi— disi(Z141) = a1C24)。 
从 上 式 立 得 

C21]= [2 — diriCz1r)] = [Loz1)] 
= 01([21]) €im Gs, 
2) 任 取 [zijEHiKC)，ziEZ1。 则 有 
AiBiCLz1]) = [L241], 

其 中 z1-_1 是 由 Qi11(z1-1) = di(20) 决 定 的 。 立 得 

Qi1(24-1) = di(21) = 0。 
而 0i-: 是 单 射 ， 所 以 z4 -=0， 也 即 

4p([z) =0, im PiCker 4:。 
现在 我 们 任 取 xz?E2Z1， 适 合 4([z 仆 ) =0。 任 取 wiECi， 使 
| 27 = Pi(241),: - 

则 Pi_iCdi(20)) = di1(B1(21)) = d1(27) =0, 
于 是 存在 z21_1E C4_1， 使 a1-1《z1-1) =di(z1)。 则 有 

0=A:([27]) =[2z4 -由 ]。 
于 是 


2 EB =imds, 

也 即 存 在 z24ECl， 使 z21-1=dsi(z1)。 代 入 上 式 ， 得 

di(241) = 0401(241) =041d4 (24) = dia1(21), 
所 以 di(zi1— ai(21)) =0, 
我 们 同时 有 

Bilws — a24)) = B24) — Piai(wt) = Pi(z1) = 21, 
因此 ， 我 们 合 21 =z1 一 a1(z1》) E21i， 则 有 
Bi(L21)) =[LB3(21)] = Lz 
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即 [z!I€ im Pi, 
3) 任 取 7EZY，[z 幻 ECC?)。 售 241,21-1 适合 下 式 


=Bi(21), di(21) = Qi_1(241), 
则 Ai([z1]) = [£241] 
立 得 ai-i4i([z 们 ?=[oi_i(z4_D)]=[d(zD)]= 0。 
于 是 ” 
im AjC ker Gi.1, 


现在 我 们 任 取 [21_,3Eker 01_， 则 


. 0=011([27-1]) = [os-1(21-1)], 
即 ， Q(z 1) EBi, 
也 其 存在 z1:ECi， 使 
di(21) = at-i(24-1)。 
合 zf= Bi《%1)， 则 有 
dC = dz = 有 -idi(zi) =Picim1(21 1) = 0， 
即 
21EZY, 
根据 4; 的 定义 ， 我 们 有 
Ai([219) =[z1_],. | 
例 8 考虑 例 5， gy 47) 为 下 面 的 Z 复合 
Cafa(Cs)~=0,, 
= -caccO) = =0, 
ci =Co/a(Cs) = 0 


其 余 的 CI 二 为 0。 双 令 fi: C1 一 C1 为 典型 映射 ， 则 显然 有 一 得 
正 合 列 | 
0 一 > C’ 一 > C 一 > CY 一 > 0。 
十 是 ， 按 照 本 定理 ， 有 下 面 的 长 正 合 列 ， 
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> HC) >H,(C')— >H, (C0) H,CC’) 
-公用 (C’ ) 一 > (CHCC) Ss HC') 
HC SHC HC ) 一 >…。 
经 过 实际 计算 后 ， 代 大 已 ;的 值 ， 则 得 出 
43 2 Fs 42 5 
> 0 一 一 > 0 一 一 > (0 一 > 了 一 -> 了 一 ->1 
21 41 “0 Fo 4-1 
-一 > 0 一 > 了 一 > 一 一 0 一 一 > 0 一 一 >。 
在 拓扑 学 看 来 ， Hi《C*) 可 以 理解 成 相对 同调 群 。 | 
在 同调 代数 中 ， 有 一 个 起 源 于 拓扑 学 的 概念 ， 同 伦 。 
定义 9.5 设 0， 是 两 个 从 复合 形 《(C" ;4' ) 到 (《C,d) 的 映射 。 
如 果 存 在 一 组 模 映 射 S = {51}, Si: CI 一 Ci 使 得 
1—Pi= dirss + S11ds, VD 


则 称 0， 有 局 伦 ， 以 符号 a~B 表示 之 。 
对 上 面 的 定义 ， 我 们 可 以 图 解 如 下 。 


df+ 


LL 一 一 一 局 站: 


之 | 


Ci 一 < 


同 伦 的 意义 在 于 下 面 的 定理 : 

定理 9.2 设 c， hp 同 伦 ， 即 ac~ 有 8 ， 则 
ai Bi: HiCC’) 有 (C)， 

证 明 任 取 EZ2Z4， 则 有 
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4i([z]) =[oai(s I = LB + diviss + Sid1) (24)] 
=[CBi tdirsi) (21)] = [B24)] 


= pi(L21]), ! 
例 7 我 们 应 用 例 5 的 讨论 ， 仿 6 = {有 定义 如 下 ; 
Bi=0, TY0， 


PoCnicr + noc, 十 nscs) = (ni + ns + ns)o, 


显然 ，/ 是 C 到 C 的 上 映射。 我 们 定义 一 组 模 映射 = {s4} 如 下 : 


St= 0， tSE0,] ， 
0, i=1, 
SoCct) -上 {=2, 
b, i=3, 
0, {1=1, 
$1(0;) | a ， 1 =2, 
(oo, i=3, 


不 难 验证 


Qi ~ Bi=dirs + sid , 
也 即 *~h， 所 以 G4 = Pi。 从 拓扑 学 的 观点 来 看 ， 4 相当 于 三 角形 
的 等 同 有 映射，b. 相 当 于 把 三 角形 映射 到 一 个 顶点 61， 在 允许 考 媒 
三 角形 内 部 的 情形 下 ， 这 两 个 映射 是 同 伦 的 。 
习 ” 题 
1。 设 有 RE 模 映 射 交换 图 : 
0—>M’—>M-— >M’.— >0 
六 上 
0 一 >N' 一 >N- >N >0 


其 中 上 、 下 两 行 正 合 。 证 明 存在 ker(72) 到 N' /im(j ) 的 模 上 映射 
d ， 使 下 面 序列 正 合 ， 
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0—>ker(f’ ) skerCf) yker(f’) SN’ /im(f’) 


SN/JimCf)— >N’ /im(f’)—> 0， 
其 中 细 , 多 ,名 ,多 分 别 由 4,v ,4 ,VvV' 族 导 而 得 。 
2，。 给 定 模 映射 交换 图 如 下 。 


0 —> 0 — 0 


| | | 

K’ > K > kK’ 
i 
M > M > Mo 


<— 
- 
be 
< 一 一 
忆 
< 一 一 
bd 
下 


N 一 > N 一 > Nr” 

人 
?1 ? 

CC 一 > 0 一 > CC7 

0 一 > 0 —> 0 


在 图 中 每 个 列 和 中 间 两 行 是 正 合 的 。 含 **EK”,，yEM， 满足 
Hp = jx7。 那 么 298 =9g718 =9 fx”=0, 且 存在 唯一 的 z’' EN ， 
使 得 v'z =gy。 定 义 Ax”=hz/。 证 明 4x 与 y 的 选择 无 关 ， 且 
4: KY->C/ 是 一 个 模 映 射 。 验 证 
K/ SK > RI A > CC > CA 

是 正 合 的 。 证明 车 ph 是 单 射 ， 那 么 5 也 是 单 射 。 若 ” 是 满 射 ， 
那么 7 也 是 满 射 。 

3。 设 R 模 复合 形 (C,d) 到 〈C ,2 ) 的 两 个 映射 0, 是 同 伦 
的 ，c~8， 又 设 尺 模 复合 形 (C ,4 ) 到 《C”,4) 的 两 个 映射 7， 
6 也 同 伦 ，7y~ 6。 试 证 明 尽 歼 复 合 形 〈C ,d) 到 (C*”,d?) 的 两 个 映 
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射 ya,6p 必 同 伦 : ya~66. 
4， 证 明 “3x3 引 起”， 在 下 列 复合 形 图 中 


0 0 0 
假设 在 三 行 与 三 列 中 ， 除 了 一 行 (或 一 列 ) 以 外 ， 其 它 都 正 合 ， 证 
明 该 行 (或 该 列 ) 必 定 也 是 正 合 的 。 
提示 :， 读者 可 以 利用 每 一 行 都 是 复合 形 ， 再 利用 定理 9.1。 
5。 考 虚 2Z 模 复合 形 (C,d)，(CC',d’)， 其 中 
C = (SD) 一 ， Co= ($0)~=2, Cs=0 (nT0,1); 
di(s1)=2s0, di=0 (二 1); 
Ci=(tD)~Z， C=0 (nt1), 
定义 (C,d) 到 (C’,d’ ) 的 映射 ? 如 下 ， 
151) =t1, pi=0 (1), 
证 明 9 与 (C,d) 到 (C' ,4 ) 的 震 映 射 不 同 伦 。 
6，。 举例 说 明 ， 如 果 刃 模 复 合 形 〈C ,4 到 (CC ,4 ) 的 两 个 映 
射 0, 诱导 出 它们 的 同调 模 HiCC) 与 i(C') 之 间 的 同一 个 模 映 
射 ,， 4 与 B 可 能 并 不 同 伦 。 


835 模 的 化 解 


模 诊 与 向 量 空间 论 的 不 同 点 之 一 是 一 般 的 模 工 非 自由 模 。 我 
231 


们 可 以 用 下 面 的 方法 来 硼 究 一 般 的 模 ， 
定义 9.6 今 M 为 尽 模 。 对 于 正 复合 形 (C ,4d)， 
On > CC > 0 
如 果 存 在 一 个 模 映 射 s: Co->M， 使 ed =0， 则 称 (C,d) 为 M 上 的 
复合 形 ，s 为 投入 上 映射。 更 进一步 ， 如 果 下 面 的 序列 是 正 合 的 ， 
则 称 C 是 必 的 化 解 序列 ， 
CC > SC Co >M— > 0. 
讨论 1) 如 果 C 是 村 的 化 解 序 列 ， 则 显然 有 
HC)=0, Vi>0, 
有 CC) = Cu/di(CD) = Co/ker eM, 
2) 如 果 Ci 又 此 是 自由 模 ， 则 称 C 是 M 的 自由 化 解 序列 。 任 
给 M， 可 以 用 下 面 的 方法 建造 M 的 一 个 自由 化 解 序 列 ， 今 {m1} 
是 M 的 一 个 生成 元 集 ， 取 符号 zi， 令 Cu= 图 Rei， 定义 


‘(5 rz = 2 rimi, 
设 上 。=ker se。 爸 {K9} 是 ,的 一 个 生成 元 集 。 取 符号 {x9}， 合 
C= BRx1, 定义 

d,( Br? ) = Drniky, 


再 设 K1 = ker d,， 以 此 顺序 建造 Ca,ds,Ca,ds,…， 即 得 MM 的 自由 
化 解 序 列 C= (C,d)。 

例 8 设 R=C[x,y],M= (f(x,)),N = (gz ,hx,y)), 
其 中 g(x,y),hC*, 儿 无 公 因 子 。 则 加 ,NN 有 下 列 的 自由 化 解 序列 ， 


0 一 >R 一 >M__>0， 
0 一 >R 一 > ROR 一 >N- >0， 
此 处 
£1(1) = f(x,y), 
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ca((1,0)) = g(x,y), £2CC0,1)) = h(x,y), 
di(1) = (h(x,y), -9(x,y)). 
讨论 “不 难看 由， 任 给 尽 及 一 自由 模 M， 则 存在 一 个 自由 化 
解 序列 
0 一 >M 一 >A 人 一 >0。 
所 以 我 们 可 以 用 模 N 的 最 短 自由 化 解 序列 的 长 度 来 度量 入 与 自由 
模 的 偏差 。 上 面 的 例子 中 ， 模 MM 是 自由 模 ; 模 N 昌 非 自 由 模 ， 可 
是 “偏差 度 ” 是 1， 
更 进一步 说 ， 如 果 环 RR 是 域 ， 则 任意 RR 模 都 是 自由 模 ， 所 以 
对 任意 环 RR， 我 们 研究 所 有 的 RR 模 与 自由 模 的 偏差 ， 这 可 以 当成 
环 及 与 域 的 偏差 性 的 度量 。 | 
比 自 由 模 广 义 且 一 样 好 用 的 是 “射影 模 ”。 我 们 定义 如 下 。 
定义 9.7 如 果 对 任意 的 模 映 射 0: M->L 及 任意 的 模 满 射 
6: N> 工 ， 必 有 模 上 映射”: M->N， 使 4。= By， 则 称 模 M 是 射影 
模 。 换 首 之 ， 在 下 面 的 图 形 中 


M 
/ 
’ 
和 小 
了 4 
A 
N & L 0 


盛 线 部 分 可 用 7 补足， 使 此 图 形 为 可 交换 的 。 
讨论 1) 任意 的 自由 模 都 是 射影 模 . 事 实 上 , 设 六 是 自由 模 ， 
Ms= PRmi, 
会 M1EN， 适 合 
aCmi)=B(ni), Vi 
又 会 7: M>N， 定 义 如 下 
Vm) =m, Vi 
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则 显然 有 
a=.67。 
2) 一 个 模 M 是 射影 模 的 充 机 条 件 是 ， 它 是 一 个 自由 模 己 的 
直 和 因子 。 换 恨 之 ， 即 存在 一 个 模 CG， 使 | 
F=MO@G, 
我 们 先 讨 论 充分 性 ， 请 见 下 图 ， 


有 


N -一 一 了 


0 


此 处 (mw,9)=m(m EM，gE4) 为 人 到 M 的 投影 映射 根据 .上 
面 的 讨论 1) ， 存 在 c， 使 or = Bo。 全 y=olu《 即 7 为 0 在 M 上 
的 限制 ) 即 可 。 

现在 我 们 讨论 必要 性 。 用 定义 9.6 后 面 的 讨论 2) ， 今 为 
一 个 自由 模 ( 即 C,)， 则 有 下 图 ， 


M 
/ 
/ 
pd a 
/ 
Pd 
FM 0 
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此 处 a。=id 是 恒 同 映 射 。 于 是 存在 7， 使 
4= 87y。 

合 G=kerh， 则 有 GNy(M) ={0},， 下 =G+yCM)。 从 这 时 我 们 
立 得 f=G@BYCM)。 又 因为 7 是 单 射 ， 所 以 存在 自由 模 F*F， 
使 F*=G@M, 

3) 我 们 可 以 用 同样 的 方法 得 出 M 是 射影 模 的 另 一 个 充 要 条 
件 如 下 ， 任 给 一 个 短 正 合 序 列 | 

0 一 >N 一 > 了 一 >M 一 >0， 

必 存 在 7?: M-> 工 ， 使 得 By =1x ( 即 M 的 恒 同 揣 射 》。 

4) 应 用 上 面 的 讨论 ， 及 中 国 剩 余 定理 ,全 R=Z/Cmn)， 
(m,n) = b> 及 M=Z/(mW)，G=Z/Cn)， 则 M,G 都 是 R 模 ， 而 且 
R=GOM. 

所 以 M 是 射影 模 ， 且 显然 不 是 自由 模 ( 数 一 数 ，M 中 有 多 少 个 元 
. 素 ? )。 由 此 可 知 ， 厦 非 所 有 的 射影 模 都 是 自由 模 。 | 

我 们 引入 如 下 的 定义 ， 

定义 9.8 ”如果 Ci; 都 是 射影 模 ， 则 称 复合 形 (C ,d) 为 射影 复 
合 形 ， 如 果 C 是 太 的 化 解 序 列 ，C: 都 是 射影 模 ， 则 称 C 为 M 的 
射影 化 解 序列 。 

我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 9.5 设 C,e 是 M 上 的 射影 复合 形 ，C ,e/ 是 M' 的 化 解 
序列 ， 以 及 后 M->M' 是 模 上 陕 射 。 则 存在 上 映 射 4: C-> C' ,使 He = 
2/ Go。 更 进一步 说 ， 如 果 存 在 另 一 个 h: C->C’， 使 je = 6’ Po， 
则 4 必 与 B 同 伦 ( 即 a~B),， 0,=P,(Yn>>0)。 

证 明 ”为 了 眉目 清晰 。 我 们 作 下 图 


“一 5 RY oo ,一 一. 一 5 A -cs M0 


图 中 实 线 部 分 已 给 定 ， 碟 线 部 分 为 待定 。 
因为 Co 为 射影 模 ，e1 为 满 射 ， 所 以 按照 射影 模 的 定义 ， 存 
在 0o， 使 
6/00 = HE。 
应 用 数学 归纳 法 ， 设 已 作 岂 06,61,*… ,Qn_1， 使 
aod = dia, “eg Onadn-i = dQn_1e 

现在 我 们 杰作 as。 考虑 

Qn_idn: Cr-—>C! 1 
因为 C',e’ 是 M' 的 化 解 序 列 ， 即 (C’ ,4 ) 是 正 合 的 ， 所 以 有 

im d = ker d’_,. 
已 知 , | 

ds (Qn ida) = Ornednidn =0, 
命 玉 =im(o,_1dn)， 则 有 
Qnidn: Cu 一 天 CC 
di_(K)=0, KCkerd!,, 

所 以 KCim d'。 也 则 有 下 图 ， 


De ‘ 
nn im dr, 


因为 Cs 是 射影 模 ， 所 以 存在 4,， 和 使 
da = al dns 
现 设 有 一 个 8， 与 a 有 同样 的 性 质 。 我 们 要 证 明 a 与 间 伦 ， 
按照 同 伦 的 定义 ， 我 们 要 定义 出 50,51,… ,sn，,…， 和 使 
Si1: Ci 一 Cr9 
~Pi=dirnsitsimd: (3- =0)9 
与 上 面 的 证 法 类 似 ， 先 卷 虑 0 一 5 由 于 
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a’ (a0 — po) = pe ~ he = 


即 

im(co — Bo) Cker se =im d’, 
所 以 存在 下 图 : 

pa 
pA 
2 “0 一 pb0 
” 二 
CI 一 一 im df 一 一 一 -一 0 


因为 Co 是 射影 模 ， 所 以 存在 so， 使 
ao 一 6=diso。 
应 用 数学 归纳 法 ， 设 已 求 出 30，31，… ,Sn—1y 现在 来 求 Sne 考虑 
Y=0n -Pr -sndn: CC 
我 们 有 
dy 三 d'or 一 dB, 一 dsSn_1dn = Onidn 一 Bn_idn 一 ds Snidn 
= (Gn1— Bri -d'sn_1) ds = sndn-idn =0, 


所 以 im y C ker ds = im d;,,。 于 是 有 下 图 ， 
Cs 
pd 


> 


- Caiti nt im da+i 一 0 
因为 C。 是 射影 模 ， 所 以 存在 s*， 使 
aon~— Pn—snidn =y= d'sn, | 
例 9 我们 举 一 个 几何 学 的 例子 。 任 取 一 个 平滑 的 曲面 
f(x,y,2) =0。 
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平滑 的 条 件 即 fz ,7 , 户 在 曲面 上 任 一 点 不 同时 为 霉 。 于 是 通过 曲 
面 上 的 任意 点 了 = (4,02)， 存 在 一 个 唯一 的 切面 Tp; 


(XfrtlY -Dfy+(Z-c0f=0, 


这 些 切 面 构成 一 个 切 束 。 | 
设 遇 面 的 定义 方程 式 是 代数 方程 式 。 读 者 不 妨 设 想 它 是 单位 
球面 Xt+ 六 +23 一 1=0。 合 R= R[x,y,z]/Cf《X,y,2))， 以 及 
0o: M = RuD Rv Rw—=R, 
olu)=fz, ool)=fy, oC(w)=f,, 
又 合 = ker(0)，NN = 《fou+fyv+fzw)R。 我 们 可 以 证 明了 T 即 急 
束 ， 导 即兴 线束 。 平 滑 的 条 件 可 以 写成 下 式 ; 
Cf ,fz ,fy ,fe) =1, 
也 即 在 RR 中 (fz ,fy,fz) =1。 所 以 o 是 满 射 。 而 尺 是 自由 RR 模 ， 
故 是 射影 模 ， 于 是 存在 7: RM， 使 oy =1s。 所 以 
M=y(R)BT~NOT, 
于 是 得 出 切 束 是 射影 模 。 ! 
同调 代数 论 中 ， 我 们 常用 “ 共 罗 化 ”的 方法 ， 反 转 第 头 。 例 
如 ， 我 们 把 射影 模 定 义 中 的 箭头 一 律 反 转 ， 则 得 出 如 下 的 定义 。 
定义 9.9 如 果 对 于 任意 模 上 映射 0: 上 ->M， 以 及 任意 模 单 射 
6b: L>N， 必 有 模 喘 射 7: N 一 M， 使 =76， 则 称 M 是 内 射 模 。 
换 划 之， 在 下 面 的 图 形 中 ， 


庶 线 部 分 可 用 y 补足 ， 使 此 图 形 为 可 交换 的 。 
我 们 把 定义 9.6 共 斩 化 ， 得 出 下 面 的 定义 。 


238 


定义 9,10 合 必 为 R 模 。 对 于 负 复 合 形 (C,d); 
0— SO SC ye C1 SO > 

如 果 有 一 映射 2: M->C%， 使 ds =0， 则 称 (C,d) 为 M 下 的 复合 
形 ，s 为 投入 映射 。 如 果 下 面 的 序列 是 正 合 的 ， 则 称 C 是 M 的 上 
化 解 序列 。 

0 一 >M-_ >Co 0 S01 SO > 
更 进一步 说 ， 如 果 所 有 的 C' 都 是 内 射 模 ， 则 称 C 是 M 的 内 射 上 
化 解 序列 。 

”我 们 对 定理 9.,3 共 罗 化 ， 得 出 下 面 的 定理 ， 

定理 9,4 设 C,e 是 M 下 的 内 射 复合 形 ，C' ,s/ 是 M 的 上 化 解 
序列 ， 以 及 p; M' 一 M 是 模 映 射 。 则 存在 映射 0: C'->C， 使 得 
eh =09 8/ 。 更 进一步 说 ， 如 果 存 在 另 一 个 具有 同样 性 质 的 映射 
有 8: C'->C， 则 a 必 与 同 伦 ( 即 4~PB), 4a"=P"(YVn>0)。 

证 明 .读者 自 证 之 。1| 

讨论 任 给 模 M， 是 否 必 存 在 一 个 内 射 上 化 解 序列 呢 ? 我 们 
考虑 射影 化 解 的 第 一 步 : 

Ce, 一 > M 一 > 0， 
反 转 箭头 后 ， 得 出 
0 一 > M >0, 
此 处 。 是 单 射 。 换 菠 之 ， 能 不 能 把 任 给 的 模 M， 典 入 一 个 内 射 模 
Co? 如 果 能 作 到 这 点 ， 同 法 我 们 可 以 把 Co/e(CM) 嵌 大 内 射 模 Ca， 
于 是 作出 下 图 
C"/elM) 


因此 ， 内 射 上 化 解 序列 的 存在 性 ， 归 结 成 下 面 的 定理 。 
定理 9.5 ” 任 给 模 M， 都 可 以 嵌入 一 个 内 射 模 广 。 
此 定理 与 后 文 无 关 ,其 证 明 又 较 复 杂 ,所 以 不 给 出 其 证 明 。 
给 定 一 个 短 正 合 序列 
0 一 >N 一 > 了 一 >M 一 >0， 


我 们 要 建造 N , 上 ，M 的 射影 化 解 序列 C ,D ,已 ， 使 下 面 的 图 形 


为 可 交换 的 ， 以 太 每 一 直列 都 是 正 合 的 (请 参考 定理 9.1) 。 我 们 
先 任 取信 的 射影 化 解 序列 C 及 MM 的 射影 化 解 序 列 E ， 然 后 深 步 地 


建造 D,, 今 
Do = Co 外 REo， 


io 为 肛 太 映射 ，7o 为 投影 映射 。 因 为 8 是 满 射 ，Eo 是 射影 模 ， 所 
以 存在 映射 


p: Eo>L, 
使 
bp=4b, 
我 们 定义 4 如 下 : 
A(co,60) =08(co) + PCeo)。 
不 难看 出 ， 
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Mio(co) = HKCo,0) = a8(60), 
.PAteo,eo) = pas(co) +pp(eo) = Ho(coeo)。 

所 以 ，: 此 部 分 图 形 是 可 交换 的 。 我 们 现在 要 证 明和 4 是 满 射 。 任 取 
1EL。 因 为 
| im B= M =im p, 
所 以 存在 eoEEo， 使 有 CGI) = pteo) =Bpleo)， 即 

BU-ple))=0, 1!-p(eoDEkerh=imoa 
于 是 ， 存 在 n€EN, 使 

i— pl00) =a(n), 

今 oo 适合 C00) =n， 则 有 

MKeo,eo) =ae(c0) + p60) = en) + pleo) =1, 
因此 4 是 满 射 。 我 们 再 建造 DL。 考虑 下 面 的 图 形 ， 


0 0 


其 中 NN’ = ker es，、L' =ker 4，M’' = ker hy。 我 们 仅 须 证 明 

0 一 -> 人/ -一 > 了 一 >M 一 > 0 
是 正 合 的 ， 就 可 以 再 次 运用 上 面 De 的 作法 ， 作 出 Di。 显 然 ， 任 
取 coEkere=N’,， 则 有 

Mio(co) = AKCo;0) =08(00) =0, 
所 以 ioCN')CL 。 自 然 , 加 : N' >L/ 是 单 射 。 任 取 !’ CL’ = ker1， 
则 有 
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roll’) = PC) =0， 
所 以 zo《L CM’， 也 凤 ro: L/ ->M' 是 一 个 映射 。 现 在 我 们 殴 
说 明 mo: 忆 ~ M/ 是 一 个 满 射 。 任 取 eo€ M' =ker p， 则 有 
0=ACeo) = 8(p(eo))， 
所 以 pleo) Eker p=ima, 
即 存 在 nEN，coE C6， 使 
pleo) =aCn), ECC0) =n, 
全 五 =(《 一 60,60)， 则 有 
hl ) = 一 08(2o) +p(e0) = — a(n) +p(eo) =0， 
即 岂 Eker4= 工 ， 且 
70(1 ) = 60。 
所 以 ro: L' ->M' 是 满 射 。 
最 后 一 步 ， 我 们 要 证 明 ker ro = im eo。 因 zoio=0: Co>Eo， 
所 以 Tote =0: N’>M’ ,如 地 得 出 
im 10 C ker Aoo 
反之 ， 任 取 ! = (60,60) EL ， 适 合 Nol!’') =0， 即 有 e。=0。 于 是 
4(co;0) =a8s(co) =0。 
因为 a 是 单 射 ， 所 以 必 有 elco) =0， 即 coEKkere=N'。 故 
LW = (00,0) =i0(00) Eim io。 
综 上 所 述 ， 我 们 给 出 下 面 的 定义 及 定理 。 
定义 9.11 任 给 一 个 短 正 合 序 列 0 一 > N 一 > 工 一 > M 一 > 
0 。 上 文 所 讨论 的 射影 化 解 序列 的 短 正 合 列 0 一 > C 一 > D 一 > 
6 一 > 0 称 为 短 正 合 序列 0 一 > N 一 工 一 >M 一 > 0 的 射影 化 
解 序列 . 
定理 9.6 任 给 一 个 短 正 合 序 列 0 一 > N 一 > 上 一 > M 一 >0， 
都 必 存 在 它 的 射影 化 解 序列 0 一 > C 一 > D 一 > E 一 >0， 


习 题 
1。 证 明 R 模 MM 是 有 限 生成 的 射影 模 的 充 更 条 件 是 ， 它 是 具 
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有 有 限 基 的 自由 RR 模 F 的 韦 和 因子 ， 即 存在 下 的 子 模 忆 使 得 
F=MOG, 
2。 设 M GET LT 为 指标 集 ) 是 射影 愤 。 证 明 生 Mi 也 是 


射影 模 。 
3， 设 。 是 环卫 的 一 个 蹇 竺 元素，e? =e， 证 明 eR 是 射影 了 
模 。 
4， 设 MiCi€ 了 D 是 内 射 模 ， 证 明了 Mi 也 是 内 诸 模 。 
5， 证 明 每 个 尺 模 M 都 与 一 自由 刃 模 王 的 某 个 商 模 同 构 。 
6。 给 定 两 个 影射 R 模 M,N， 证 明 存 在 一 个 自由 R 模 下， 
使 得 
MO@F~NO@E, 
且 两 者 都 是 自由 RR 模 。 
7。 证 明 Q@ 不 是 自由 模 。 
8。 设 M,N 是 射影 尺 模 ， 且 下 面 两 个 序列 正 合 : 
0—>M’—>M-—>M’—> 0 
0 -一 > N 一 人 > 入 一 > AM7 一 > 0 
证 明 MDBN' 一 NBM'. 
9， 证 胃 主 理想 整 环 及 上 的 射影 模 都 是 自由 模 。 
10。 设 M 是 环 Z 内 由 6,8 生 成 的 理想 ， 把 放 看 作 Z 模 ， 试 求 
M 的 两 个 不 同和 的 自由 化 解 序列 。 
11。 给 定 正 复合 形 
OO > 0 —> C0—>0。 
还 明石 ,(C) =0Cn 宕 1) 的 充 要 条 件 是 下 面 的 序列 正 合 : 
>O— > On" >0—>C00—>H(C)——>0, 
12。 设 
一 > 0 一 > 一 > 一 > 一 > 


是 一 个 射影 正 复合 形 ， 双 设 有 正 复 合 形 


一 > 一 人 >， 一 > 一 > 一 > Do, 
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其 同调 模 凡 s(D) =0(n 之 1)， 那 么 ， 对 HoCC) 到 HoCD) 的 每 个 模 
映射 9， 都 存在 C 到 DD 的 映射 a， 使 得 ? 由 0 诱导 出 ， 即 
9=00。 
且 如 果 C 到 也 的 两 个 映射 4,8 都 诱导 出 9?， 则 4~h, 
13。 证 明 题 12 的 共 罗 ( 或 称 对 偶 ) 命 题 。 


t 


34 Ext 


任 给 两 个 RR 模 MM 及 4， 使 
Hom(M ,4) = {0: 0 为 M-> A 的 模 有 映射 }。 
我 们 自然 可 以 引入 下 面 的 代数 运算 ， 对 于 f1,f2EHom(M,A), 
fy7a 和 ER， 定 义 
Crify trofe) Cm) =7 fm)) trafoAm))EA, YInEM。 

在 这 种 运算 下 ，Hom(M ,A) 显 然 是 RR 寞 。 如 果 我 们 要 着 重 标明 
环 尺 ， 以 驶 混淆 ， 则 往往 用 HomrCM ,4) 代 规 Hom(M ,4)。 

今 C ,s 是 模 MM 的 -个 射影 化 解 序 列 ， 即 有 

0 <— M< CeL Ci < 一 … oC, < 
我 们 可 以 用 8 定义 如 下 的 映射 6*， 
E*: Hom(M ,A)->Hom (C0, A), 
e*(f)=fe。 

请 注意 ,箭头 的 方向 反 转 了 。 不 难 验 证 a* 确 是 模 映 射 。 同 法 我 们 ， 
可 以 郑 虑 gd2 ，…。 于 是 得 出 下面 的 人 复合 于: 


0 一 -> Hom(Co 人 4 一 > Hom(C ,4) 一 >， 


_ Hom(C, ,A) 一 >， 
它 是 一 个 复合 形 的 原因 是 
dt 1d (9) = dr ,1(9dn) = 9dndnri =0, 
Vv gE Hom(Cn.i, A), n=1,2," 
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命 其 i 阶 上 同调 模 为 H'CC,A)， 我 们 需要 应 用 定理 9.3 来 证 明 
H'(C 4) 与 C 无 关 ， 换 萌 之 ， 设 C ,2 是 村 的 另 一 个 射影 化 解 序 
列 ， 则 必 有 
有 CD ,A), Vi=0,1,2,. 
证 法 如 下 。 根 据 定理 9.3， 存 在 wm ,pi， 使 下 图 
CO > >C 0 SM > 0 
人 
0 > 0 Co 一 >M 一 人 0 
ca 人 nu “101 “opo | 


>C——> >0—> Co—>M—>0 


的 上 两 行 交换 。 于 是 从 中 间 一 行 到 下 面 一 行 存在 映射 {a1b1}。 另 
一 方面 ， 下 两 行 之 间 自 然 有 一 等 同 恒 射 1 ， 故 
qbi~1, 
苑 存在 映射 s， 使 
aiBi=1 +Ssidi t dirisi, 
由 此 立 得 . 
GBD* =1* +dist_ 1 +stdi,1e 


参考 下 图 


as 一 一 Hom(C， A) Hom(C,, 4) -HomCc 0 一 一 as 


(Coi-18i > (ci “7 - +18 4 


os 一 一 tm 人 4 A Hom (C;, A) HomCc 4 一 -一 


所 以 我 们 有 (aiBD* 1， 于 是 对 上 同调 模 五 ' 而 避 ， 
(aiB i)* = 1*, 
岂 即 ~ 
: (CaP i)* = pras: HCC,A)—>H'(C, A) 
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是 一 同 构 上 映射 。 由 此 立 得 05 是 单 射 ， 有 4 是 满 射 。 在 上 面 的 芍 虑 
中 ， 我 们 交换 co ,pi， 也 即 考 虑 piai: C4 一 C1， 则 司法 可 得 : 
+ 是 单 射 ， 二 全， 于 是 我 们 证 明了 
: Hi(C,A)~H'(C’ ,A). 
我 们 给 由 如 十 的 定义 ， 


定义 9,12 任 给 二 人 模 M, 4， 任 取 M 的 一 个 射影 化 解 序列 


C,e， 我 们 定义 
Exti(M,A)=H'(C,A)= H'(Homa(M ,4))。 

讨论 1) 如 上 面 所 指出 的 ，ExtkCM ,4) 与 射影 化 解 序列 的 
选取 无 关 。 

2) Ext4 的 原来 定义 是 “用 M 得 出 的 4 的 ; 次 扩充 所 构成 的 
模 ?” ， 这 上 比较 复杂 。 因 此 ， 我 们 条 用 了 上 面 那 个 定义 。 请 注意 
Ext 好 extension 的 头 三 个 宝 母 。 

3) Ext&(M ,4A) 一 Homa(M ,4A)、 原 因 如 下 ， 首先， 按照 定 
义 ， 我 们 知道 | 

Extt CM ,A) =ker dt. 
其次 ， 已 知 下 面 的 序列 是 正 合 的 : 

CC 一 >M 一 >0， 
考虑 与 它 相 应 的 序列 

Hom(C,, A)< Hom(C,, A) < Hom(M, A) <—0, 

我 们 要 证 明 它 也 是 正 合 的 。 证 明了 这 一 点 之 后 ， 我 们 立 得 
ExtoCM ,A)=ker d* = im se*-sHom(M ,A), 
证 法 如 下 ， 
《a) se* 是 单 射 。 原因 是 
ae*(f)=0<=>fe(c) =0, VoEC, 
<>fm)=0, YmEM( 因 e(C0) = M) 
<>f=0, 
(b) im e* = ker di, 原因 是 ， 首先 ， 
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WW 


dre*(f)=f ed=/.0=0, 
所 以 im e*Cker 他。 其 次 ， 任 取 gEKker 全 见 下 图 ， 


C， 1 C, 


我 们 要 找 一 个 f ,使 上 面 的 图 可 交换 。 任 取 tm EMM, 合 Ee(60) = 化 。 
定义 
f(m) = 9(co)。 
如 果 取 不 同 的 c6 = co + de1)， 则 
fm) = gCc0 +d(0)) = gC00) + gd1(0) = gC00). 
所 以 ， 对 所 有 可 取 的 co，f(m) 是 唯一 确定 的 ， 即 是 一 个 定义 良 
好 的 映射 。 于 是 ， 不 难看 出 9g= fs=e*(f)Eim e*， 即 有 
”im e* ~ ker d*, 


4) 定义 9,12 给 出 了 一 个 典范 的 方法 ， 自 一 化 解 序列 (C ,d)， 


得 另 一 复合 形 (Hom(C ,4) ,4*)， 又 导出 它 的 同调 模 Exti CM ,4)， 


这 是 导出 画 子 的 方法 自然， 如 果 导 出 的 同调 模 
ExtiCM,A) (i>1) 
都 是 等 ， 换 句 话说， 如果 复合 形 《Hom(M ,4) ,d*) 是 正 合 的 ， 则 
这 个 方法 的 意义 将 大 为 臧 少 了 。 我 们 举 出 下 面 的 例 10， 说 明 一 般 
导出 的 同调 模 不 是 需 。 
例 10 考虑 Z/m2Z 的 下 面 的 自由 化 解 序列 (当然 是 射影 化 解 
序列 ) 


0 一 > 了 ZF 一 > 一 >Z]nZD 一 >0， 


此 处 普 ; Z 一 2 表示 有 映射 m(n) = mnCVYVnEZ)，r 是 典型 映射 。 
任 给 Z 模 4《( 即 一 交换 群 )， 我 们 得 出 
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$$ 
,0¢—A/mA< Hom(Z,A)< Hom(Z ,A) 


< Hom(Z /m2 ,A) <—0, 
因为 任 给 一 个 aeE 4， 则 f(1) =a 引 生 出 Hom(2 ,4) 中 的 一 个 元 
案 / ， 而 且 / 是 由 /1) 唯 一 确定 的 ， 所 以 
Hom(Z ,A)~A, m*Hom(Z ,A)=~=mA, 
因此 上 面 得 出 的 复合 形 是 正 合 和 的。 这 也 就 是 说 
Ext}(Z/m2 ,4) 王 0。 

例 11 参考 例 8。 我们 取 尺 =CIx,y]，g(x,y) 与 h(x,y) 无 

公 因 子 ，N = (g(x,y) ,h(x,y))。 则 有 下 列 的 自由 化 解 序 列 


0—> RGROR ES N—>0, 
此 时 R 反 R 的 元 素 都 写成 将 列 


Qi 
[ 
我 们 考虑 H'CN,R)，。 先 取 下 面 的 复合 形 
[4 
0< 一 Homa(R,R) <— Homs (ROR, RY < 一 0. 
于 是 


mame /wl 


HiCN ,R) = Hom (CR ,R) / | ] . 
进一步 实际 计算 。 取 /FE Homa(R@R,R)， 设 
-人 


则 
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| . T=00>(| 呈 | oo)o)>。 


(i, = 
<>hf,- gf =0<>f1=59, f= she>f= 50, 
shsem, of[ 3])=0, o([ ?Dh mn 


HoCN, Rker[ 部 i = RawR, 


现在 计算 HICN,R)。 取 1REHomn(R,R) 为 
lr(?) 二 全》 VrER。 
则 有 HomaCR,R) = 尺 。]pn 一 R。 伍 Tby7fa 定义 如 下 


“(Ds wD) sD- wD) 


我 们 立 得 
- f= fn + fare, 
([ To)w=(7| 轩 ])ep 
=/(| ] DD)= fh- fa0, 
所 以 im| 叶 ] 一 em = NCR。 
即 有 HiCN ,R)~=R/N., 
引 理 在 下 列 的 短 正 合 列 中 ， 如 果 B。 是 射影 模 ， 
(%) 0—> Cs — >D, 二 = 6, 一 > 0， 
则 我 们 恒 有 
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0<¢—Hom(C,,N)< Hom(D,,N)< Hom(E,,N) <—0 
是 正 合 的 。 
证 明 我们 应 证 明 三 点 ，1) ze* 是 单 射 ; 2) im me* = ker i*， 
3) 计 是 满 壬 。 前 两 点 在 一 般 情形 下 ( 即 不 要 求 8 是 射影 模 ) 都 是 
正确 和 的 ， 读 者 自 证 之 。 我 们 来 证 3)。 | 
因为 Bu。 是 射影 模 ， 所 以 序列 (x*) 的 馈线 部 分 可 以 用 j 足 ， 
使 x7=1。 不 难看 出 
D, 三 i(Cn) DICE,). 
任 取 hE Hom(C,,N) 会 
gliCCn) ,iC0n)) =h(0n) (VenECs, erE Bn), 
则 9gEHom(D。N)， 而 且 i#(9) =j。 所 以 证 是 一 个 满 射 。 | 
定理 9.7 设 有 一 个 短 正 合 序列 
0—>N—>L—> M—> 0。 
则 有 下 面 的 长 正 合 序列 
0 一 > 卫 xt0oCM ,4)- 一 > Exto( 了 ,4A) 一 > 了 xto(N ,4) 
SExti(M,A)— > —>Ext'(N ,A) 
Ext'+1CM, A)— > Ext'+1CL, A)— > 
证 明 ”根据 定理 9.6， 我 们 可 以 取 此 短 正 合 序列 的 一 个 射影 
化 解 序列 0 一 >C 一 >D 一 >B8 一 >0， 即 
0 0 


| 1 


> 0 一 > 一 > 一 > 入 一 > 0 


六 


一 人 >, 一 > 一 > 丰 一 > 工 一 >0 


上 [国人 


一 > 一 > 一 > 一 一 AM 一 >10 


对 此 图 取 Hom( - ,N)， 则 得 下 图 ， 
0 | 0 


‘“€—Hom(C,,N) < €—Hom(Co,N)<—0 
1 10 
< 一 再 om (了 ,N) < 一 ……< 一 Hom(DoN)< 一 0 


六 村 
Te *0 


“<—Hom(BE,,N)<—." <—Hom(E,,N)<— 0 


1 


0 0 


我 们 仅 须 说 明 每 一 列 都 是 正 合 的 , 便 可 用 定理 9.1 导 出 本 定理 了 。 
前 面 的 引 理 正好 证 明了 这 一 点 。 | 

应 用 上 定理 ， 我 们 可 以 得 出 射影 模 的 同调 代数 论 的 定义 ， 即 
下 定理 。 

定理 9.8 对 任意 模 人 而 划 ， 下 面 的 三 个 性 质 是 等 同 的 ， 

1) M 是 射影 模 ! 

2) 对 所 有 的 n 之 1 及 所 有 的 模 N，Fxt"(M ,N) = 0 

3》〉 对 所 有 的 模 N，Exti(M ,N) = 0， 

证 明 1) 一 > 2)。 已 知 M 是 射影 模 ， 所 以 下 面 的 序列 是 M 
的 射影 化 解 序列 ， 

0 一 > AM 一 > AM 一 > 10， 
即 取 Ce = M，C: = Cs =… =0。 于 是 序列 
0 -一 > Hom(CN)- 一 >Hom(CN) 一 > … 

即 是 0 一 > Hom(CAM ,N) 一 > 0 一 >…。 
计算 共同 调 模 ， 立 得 2) ，。 
2 一 > 3)。 立 得 。 

3) 一 > 1)。 我 们 任 取 一 个 短 正 合 序列 


0—>K—>F— >M—> 10， 
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此 处 必 是 自由 楼。 应 用 定理 0.?7 及 性 质 3)， 我 们 立 得 正 合 序列 
0 一 > 卫 xto(AM ,天 7) 一 > ExtoF,K)-—>ExtICK,K)—>0, 
也 即 
0—>Hom(M,K) >Hom(F,K)- >Hom(K,K)-—> 0. 
取 1xE Hom(K,K)， 则 必 存 在 EHom(F,K)， 使 
i*#(f)=fi=1k。 
今 M' =Kker f， 则 有 
0 —>M > Pork > 0 ， 
其 中 7 为 颈 大 肌 射 。 由 此 立 得 乓 是 射影 模 ， 以 及 
F=iM DIEY, Mi(M' F/I) M. 
所 以 ，M 是 一 个 自由 模 的 直 和 因子 ， 也 即 是 一 个 射影 模 。 
讨论 ”本 定理 将 在 86“ 同 调 维 数 ” 中 推广 。 | 
我 们 也 可 以 用 内 射 上 化 解 序列 来 定义 Ext'。 | 
为 了 导 目 清晰 起 见 ， 我 们 先 用 内 射 上 化 解 序列 定义 Ext ， 然 
后 证 明 Ext! =Ext', 
定义 9.13 合 忆 ,是 4 的 一 个 内 射 上 化 解 序列 : 
0 一 > 4 一 >Do Di >Dz >..., 
含 了 om(M ,DD) 为 下 面 的 复合 形 
0—>Hom(M,D')—>Hom(M ,D!)—>., 
我 们 定义 Ext'CM ,有 4) 为 它 的 i 阶 上 同调 模 。 
我 们 要 证 明 ， . 
定理 9.9 Fxt'(M ,4)=: Ext'CM, A). 
证 明 不 难看 出 
Ext°CM ,A) = Hom(M ,A) = Ext°* CM ,A). 
任 取 一 个 短 正 合 序 列 如 下 〈 共 中 了 是 射影 模 》: 
0 一 > 上 一 PP- 一 >M 一 > 0。 


应 用 定理 9.8 及 定理 9.7， 我 们 得 出 
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0—>Hom(M,A)- >Hom(P, A)_ >Hom(K ,A) 
Exti(M, A)——> 0—>Exti(K,A) 
Extt(M,A)—> 0 一 > …。 

用 同 祥 方法 ， 不 难得 出 

.0 —> Hom(M, A)—>Hom(P, A)- >Hom(K ,A) 

2 Ext(M,A)—> 0 —>Eti(K,A) 
Ext:(M,A)—> 0 一 >…， 

由 此 立 得 

ExtiCM ,A)~-Hom(K ,A)/it(Hom(P ,A))-~ExtiCM ,A), 

Ext"*CM ,A)~sExt"-1(K,A), Ext"CM ,A)~~Ext"-1(K ,A), 

应 用 数学 归纳 法 ， 已 知 Ext""1(K,A) 一 Ext"-1CK，,A)， 于 是 立 得 
本 定理 。| 

与 定理 9.8 相 启 的 ， 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 。 

定理 9.10 对 任意 模 信 而 育 ， 下 面 的 三 个 性 质 是 等 同 的 ， 

1) 六 是 内 射 模 ! 

2) 对 所 有 的 n>>1 及 所 有 的 模 M，Ext"(M ,N) = 0 

3》 对 所 有 的 模 M，Exti(M ,N) =0。 

习题 
1。 设 有 及 模 映 射 序列 
M' 一 MAM7 一 > 10。 

证 明 这 个 序列 正 合 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 尺 模 和 NN， 下 面 的 序列 下 
合 

0—>Hom(M’, N)—>Hom(M, N)-*>Hom(M’ ,N), 
其 中 起,v* 是 由 4,v 诱导 得 出 的 。 

2， 设 有 上 模 映 射 序 愉 


0—>N’— >N—>N?, 


证 明 这 个 序列 正 合 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 R 模 M， 下 面 的 序列 正 
全 


0—>Hom(M, N')—*>Hom(M, N)—*>Hom(M ,N"), 
其 中 召 定 义 如 下 ，YV fE Hom(M,N’), 其 在 8 下 映 成 Hom(M,N) 
内 的 uf; 5 的 定义 方法 相同 。 
3。 证 明 R 并 M 是 射影 模 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 的 R 模 短 正 
合 序列 


0 一 > 4 一 > 有 一 >C 一 >0，. 
下 面 的 序列 正 合 : 
0—>Hom(M,A)— :>Hom(M,B)- 5>Hom(M ,C0)—> 0， 
”其 中 2,5 的 定义 同 题 2，。 
4。 今 尺 = 总 为 主 理想 整 环 , 4aE€D。 bb D/(a) 为 R 模 ， 
它 的 一 个 射影 化 解 序列 为 
一 > 0 一 > 也 一 > 也 一 >M 一 > 0， 
其 中 D 一 > D 是 乘 4 的 映射 ， 而 也 一 >M 是 典型 映射 。 对 尺 模 
N, 考虑 Hom(D ;入 ) 到 入 的 映射 如 下 ， vv n1€ Hom(D ,N), 定义 
n=9(1)。 利 用 它们 证 朋 
Exti(M ,N=N/aN, 
着 证 明 :， 车 N =D/(5)， 则 
ExtiCM, N)~D/(a,b), 
这 里 (4,b) 表示 a,b 在 D 内 生成 的 理想 。 
5，。 设 M,N 是 RR 模 ， 如 果 RR 模 使 下 面 序列 正 合 ， 
0—>N- >EB_ >M—> 0， 
则 称 忆 是 M 关 于 六 的 一 个 扩充 。 设 B,,B。 是 两 个 扩充 ，Y 是 8 到 
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E, 的 模 映射 ， 使 下 图 交换 ， 


/A\ 


证 明 》 必 是 一 个 模 同 构 , 疹 证 明 刃 模 关 于 六 的 扩充 已 总 是 存在 的 。 
6。 设 M,N 是 及 模 ，M 关 于 六 的 两 个 扩充 已 ,与 B: 称 为 等 价 ， 
若 存在 已 到 E, 的 同 构 Y， 使 下 图 交换 ， 


命 E(M,N) 表示 M 关于 NN 的 扩充 的 等 价 类 所 成 的 集合 。 证 明 
ECM ,NN) 和 Ext1CM,N) 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 
7。 对 只 模 Mi,N (iE 了 有 ， 证 明 


(1) Ext"( ® Mi,N)~= TIExt"CMi,N), 
iel iel 


(2) Ext"(N, TIM)=ITExt"N,M). 


1€1 tel 


8、 证 明 ，R 模 MM 是 内 射 模 的 充 要 条 件 是 ， 对 RR 的 任意 理想 
1， 
Exti(R/I,M) =0, 
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$5 张 量 积 与 Tor 


张 量 源 出 于 物理 学 中 计算 物体 内 的 张力 。 后 来 在 微分 几何 学 

中 有 了 广泛 的 应 用 。 例 如 ， 三 维 空间 的 位 移 微 分 ds 可 以 写 成 下 
式 ， 

ds2 = Sl guydxidxi, 


当 我 们 变换 坐标 {x 人 ~{x* 二 时 ， 


ds? = Dlgsdx'dxi=. DS) gu Ox daertdix*! 
pp Ox*E Ox 


了 9 
Ox! Oxi 
= DS (Do DFE rd tdxt! 


= gidxxadxr 


ks 


其 中 9 和 = 之 9 Pr fr 
此 时 ，{91 人 } 称 为 共 变 张 量 ， 而 {dx '} 称 为 反 变 张 量 ， 因 为 它 适 合 
dx** = ; dx', 


一 般 而 是 ， 取 一 向 量 空 间 V = Ke!， 我 们 定义 张 量 积 
VV = 5 Ke'@e’, 


适合 下 列 公式 ， - 
(Vi + VU) Ou = + VU, 
IGCC + Hs) = COU + v6;, 
(kv) = vO KY) = Kv), 
其 中 vw,WjEV，KkEK。 任 取 wEV@V， 则 ww 可 以 写成 下 式 
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幼 = > fye' er 


1» 


当 我 们 进行 下 述 坐 标 变换 时 '， 
二 Datert, 
则 有 w= D2) fualaie’t@er! = 了 Ge" 


tsisks! tis! 


此 处 t= 2 fuiatat, 
与 前 段 有 关 ds? 的 计算 相 比 ， 可 知 { 廊 他 即 相当 于 共 变 张 量 {94j}， 
在 本 节 中 ， 我 们 将 要 讨论 任意 的 尽 模 从 ， 的 “ 张 量 积 ” 
MOnN, 
定义 9.14 MO@aN 苑 由 符号 "的 "生成 而 且 适 合 下 列 公式 
的 下 模 ， 
(mi + mR = mn + mn, mn + ns) = mn + Mmm, 
(rm)On = mI (rn) =r m6)n), 
其 中 丽 ,m ,ma EM, n,n,n:EN, rER, 
讨论 是否 存在 这 样 的 尺 模 MGaN 呢 ? 于 是 ， 下 面 的 定义 
9.14 较 好 。 
” ”定义 9.14 取 M。NN 为 由 所 有 符号 mm。n 计 成 的 自由 RR 模 。 
再 取 拓 为 由 所 有 符号 (ma +12) on 一 mi on 一 ng on,m。 《TI 十 72》 
—moni~mons, (Crm)on-r(mon), mo (rn) -rm ° 1) 生 
成 的 子 模 。 今 
M。N 一 >M。N/KE=MQRN， olmon)=mn, 
则 立 得 MC@aN 是 一 个 尽 模 。 
讨论 ”上面 的 定义 确实 构造 出 了 MGaN， 然 而 比较 复杂。 
通常 我 们 可 以 用 下 面 的 定理 ， 得 出 张 量 积 的 又 一 个 定义 。 
定理 9.11 给 定 刃 模 M ,N ， 则 MO@aN 是 唯一 能 适合 下 面 
条 件 的 忆 模 二 (参考 下 图 , 见 下 页 )， 存 在 o: M x 入 > 上 为 一 双 线 
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性 映射 , 使 得 对 于 任意 给 定 的 模 @ 及 冯 线 性 映射 6: Mx N~Q@。 
必 存 在 唯一 的 模 映 射 7: 上->Q， 使 


yao=p. 
MxN = 工 
| / 
有 /7 
f 


证 明 兮 了 = MOQRN，a: M xNN~>L 定义 为 
alCm,n)) =mGn。 
4 显然 对 XM 及 外 都 是 线性 的 ， 所 以 是 双 线 性 映射 。 定义 
nz:M.。N->-MxN, 
Xm on) = (m,n), 
显然 是 模 映射 。 对 于 任 给 的 模 Q 及 双 线 性 映射 h: M x N~Q@， 
有 可 以 扩充 为 映射 B: M。NM xN->Q， 即 B=Bx。 由 于 是 
双 线 性 的 ， 所 以 BCK) = 0 。 于 是 户 诱导 出 M@aN =M 。NJK 
到 © 的 模 上 映射”。 显然 Ya = hh。 又 因为 在 0 下 MOaN 中 的 任 一 
元 素 被 M x N 中 的 某 些 元 素 完 全 确定 , 不 难看 出 ， 满 足 Ya = 的 
模 映 射 7 是 唯一 的 。 
反之 ， 设 工 适合 本 定理 给 出 的 条 件 。 则 有 交换 图 ， 
MXxN a L 


~ 


( 即 取 Q=MO@aN,B =0, 得 到 7 又 取 Q=L 5=a' 得到， 
即 有 
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ya =0, Ya=0, YY’0’ =o' 
但 显然 1z 满足 1.0 =a ， 由 唯一 性 ， 即 有 7 =1.。 同 样 ， 
yy7/ =1yen。 于 是 7Y,y 均 为 同 构 。1 

例 12 1) 设 M,N 都 是 自由 模 , M= 2)Res, N= 之 RH 
不 难看 出 ，MGaN = 2 Roi®fs. 如 果 尺 是 域 ，M,N 都 是 有 
限 维 向 量 空间 ， 则 有 。 

dim MOOgN = (dim M) (dim N). 

2) mCon =? 这 是 一 个 含意 不 清 的 问题 。 我 们 举例 说 明 这 一 
点 、。 取 R=Z>M=mZ，,N=2Z/mZ。m@1 有 如 下 两 种 不 同 的 
含意 ， ， 

QIE ZOQOzN=N 


miE MOzN. 


在 第 一 种 情形 ，mGQI =m(IQ@1D = 1@ml =1@0=0。 在 第 二 种 
情形 ， 我 们 不 能 自由 移动 m (因为 1EM)。 所 以 ， 在 下 面 的 同 构 
作用 下 

0: MOzN=N, 

om =11, 


我 人 有 oCm@1D) =1 寺 0， 即 m@1 寺 9。 因 此， 在 考虑 m@n 时 ， 
我 们 必须 说 明 它 在 哪儿 ，。 

定理 9.12 我们 有 下 列 的 自然 同 构 ， 

1) MON~N@M: mn 二 nm 

2) (MONOL~MOINOD: nmDOL "OOCGD ， 
所 以 我 们 可 以 用 MO@NOL 表示 (MQ@N)GL 或 MQOCNQD ， 

证 明 读者 自 证 之 。1! 

根据 上 面 的 定理 ， 我 们 可 以 讨论 MIQ@M:G@…QMn， 砷 不 
至 于 引起 混淆 。 

与 定义 ExthCM ,NN) 一 样 地 ， 我 们 可 以 定义 Torf CM,N) 如 
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下 ， 任 取 N 的 一 个 射影 化 解 序列 
0 < Ne Ot Ce .eC em, 
对 M 取 张 量 积 ， 得 出 下 面 的 复合 形 ; . 
0 e—MOaCe MaC! <MGQnCe 
其 中 ,映射 1@dn 是 如 下 自然 定义 的 : 
(16d,) (人 COcn) 三 mCod, (cn). 
易于 得 出 
(165d,.) (1694d;) 三 169drn_idn 二 1600 = 10。 

所 以 ， 上 面 的 张 量 积 序列 确 是 一 个 复合 形 。 我 们 对 它 取 同调 模 
ZNMGQC)。 应 用 上 节 关 于 Ext&(C,N) 的 讨论 不 难看 出 ， 
ICMG9C) 与 NN 的 射影 化 解 序列 C 无 关 。 因此 我 们 有 下 面 的 定 
义 。 

定义 9.15 Tor?(M,N) = COMGC)， 

讨论 Tor8CM,N) =MQaN.。 证 法 如 下 ， 我 们 已 知 

Tor®CM,N) = MOrCo/im(169d,). 
命 上 = MrCof/im(104d), 我 们 有 下 图 : 


0 一 一 — MOO MOC 


2 


M BaN 


因为 | 
(1@8)(1®4) =1@Qsd =160 =0, 


所 以 
ker(1Q6) Dim(1604d) = ker Xx. 


于 是 自然 定义 出 一 个 映射 i 又 因 = 是 满 射 , 任 取 (m,n)E MxN， 
必 有 m9coE MO@rCo, 使 (1@95)《m6900) = mn。 设 04 与 co 有 
同样 的 性 质 ， 则 有 | 
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名 = gfeo) = 60) > co~ oIEkere=imd, 
<> TOTGBeo) = TCM), 
于 是 我 们 可 以 定义 一 个 双 线 性 映射 
a: MxN~->L, 
om,n)) = TCROco 。 . 
根据 定理 9.11， 必 存在 唯一 的 映射 1。 不 淮 看 出 ， ij=1, ji=1, 
立 得 MQasN=TorCM,N)，| 
我 们 现在 仿照 上 一 节 建 立 Tor?(CM ,N) 的 性 质 。 首 先 证 明 ， 
引 理 ”在 下 列 短 正 合 序列 中 ; 
(%) 0 <— En ts De Cs <—0, 
如 果 Bs 是 射影 神 ， 则 我 们 恒 有 
0 <—MOnE.te MOaD, MORC, <— 0 
是 正 合 的 。 

证 明 我 们 应 该 证 明 三 点 ，1) 1Qz 是 满 射 ，2) ker(16@7) 
=im(169i); 3) 1@9i 是 单 射 。 在 一 般 情形 下 ( 即 不 要 求 ,是 射 
影 模 )， 前 二 者 都 是 正确 的 。 读 者 自 证 之 。 我 们 来 证 3)。 

因为 B。 是 射影 模 ， 所 以 序列 (X) 的 盛 线 部 分 可 以 用 了 补足 ， 
使 ni =1。 不 难看 出 ， 也。 = i(Cn.) DICE,). 因此 

| . MOD, = MOIC DMOIE,). 
显然 . 
1®i: MOC~MOICn). | 
与 定理 9.7 的 证 法 类 似 ， 我 们 可 以 证 明 ， 
定理 9.13 设 有 一 个 短 正 合 序 列 
0 < 一 N9< 一 N< 一 人 NI < 一 0， 
则 有 下 面 的 长 正 合 序列 
0 < 一 Tor(M ,Ne< 一 Tor(CM,N)< 一 TorgCM ,N) 
< 一 ToreCM ,NOD< 一 …< TorCM,N) 
< 一 Tor? CM,N’) €—Tor?, CM,N) 


< 一 Tor9 (M,N’) < 一 …。 

与 定理 9.9 类 似 ， 我 们 可 以 取 M 的 一 个 射影 化 解 序列 C/ ， 

s/， 然 后 用 它 来 定义 Tor?(CM ,N)。 不 难看 出 
Tor?(CM ,N) 一 Tor?(N,M)。 

我 们 又 有 下 面 的 定理 (证 明 略 )。 

定理 9.14 Tor#(M,N) =Tor?(N,M)。 

参考 定理 9.8 ,我 们 可 以 用 同调 代数 论 的 方 法 ， 即 Exth 的 性 
质 来 定义 射影 横 。 相 应 地 ，Tor?(CM ,N) 定 义 了 什么 呢 ? 为 此 ,我 


们 进行 下 面 的 讨论 。 _ 
设 M 是 自由 模 ，MM= 儿 Rei。 合 XiEM， 适 合 下 列 的 方程 式 
(1) Drixi= 0, rER。 
i 
用 {84} 天 出 xy 如 下 ， 
(2) Xj = 2 ses, sn€ER. 
代入 上 式 ， 立 得 


Drssies = 0， 


isf 
(3) 和 rsft= 0, i=1,2,%"。 
i 


定义 9.16 如 果 在 模 放 中 ， 方 程式 (1) 均 可 由 (2) 及 (3) 求 解 
《此 时 {ei}j 不 必 是 M 的 R 基 )， 则 称 MM 为 平 模 。 

讨论 自由 模 显 然 是 平 模 。 一 般 衣 之 ， 平 模 可 以 理解 成 自由 
模 的 极限 。 | 

例 15 1) Q 不 是 自由 Z 模 ， 但 显然 是 平 2 模 。 

2) 使 M=C[x,y,2]/(2?— f(x,y)) CLx, yDCLx,y]2 。 
则 MM 是 一 个 自由 C[Lx, 妇 模 ， 所 以 是 平 CLx,y]j 模 。 从 几何 观点 来 
汕 ，z* 一 (x, 四 定义 了 复 平 面 ( 相 当 于 C[x,y) 的 一 个 复 闪 曲面， 
而 这 个 复 倒 确实 是 “ 平 ” 的 。 

3) 命 M=CEx,y,z]/(xz 一 J。 视 必 为 C[x,y] 模 。 显然 
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MaC[x,yICy/x] = CLx,y/x], 
现在 我 们 要 证 明 计 不 是 平 C[x, 幻 模 。 考 虑 下 面 的 方程 式 
x2—y*1=0, 531EM x,yER= CEx,y], 
如 有 下 面 的 解 ， 
2= DD) snes, a€EM, sun€ER, 


1 = Djsiset, .si2ER, 


xsu=ysis=0, i =1,2," 
则 立 得 x*|sis， 即 有 
1€(Cx)CCLx,y/x], 
此 式 显 然 是 不 可 能 成 立 的 。 于 是 M 不 是 平 C[x,] 模 。 从 几何 观 
”点 来 看 ，xz 一 y=0 定义 的 曲面 ， 当 x-> 0 时 ， 曲 面 渐 成 垂直 的 ， 
自然 不 是 “ 平 2 的 。 和 
用 同调 代数 的 方法 ， 我 们 可 以 重新 定义 平 模 如 下 。 
定理 9.15 ”人 M 是 平 模 的 充 要 条 件 是 ， 对 任 给 的 正 合 序列 
《一 Ni< N,<—., 


则 对 夺 作 张 量 积 以 后 的 序列 
一 NIQM< 一 人 ONM< 一 … 


仍然 正 合 。 
证 明 充分 性 。 设 有 下 列 方程 式 


- Drix1=0, xfEM，rER。 
i=l 


考虑 下 面 的 正 合 序列 
Re—R*<—K<— 0, 
oti tn) = Dritf, KK=kero, 
1 
对 人 M 作 张 量 积 ， 得 正 合 序列 
RQM< 一 R'QM<_ KGQM< 0, 
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即 
Me—M'<—K@M<— 0 ， 
ker ov =KQM。 
于 是 
Dr =0 S01 xn) =0 


€> (XL, ,Xn) EKOM 
E>) = Dm 


售后 = 《S14,… ,Smt)。 则 有 
Xi= Dshm, Dlrisii= 0. 
i ‘ 
31 ds dg 44 
we Ni<—N, <€— Ns ee—N, €—., 


\/ \/ 
A LA 


1 ~ NN 
/ \ 
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其 中 上 ,= imd = kerd,，K, = imds = Kkerd,, K,=imd, = kerdi ， 
君 线 上 的 映射 都 是 自然 导出 的 ， 显然， 要 证 明 
《一 NIQM< 一 NIONM< 一 NIQM< 一 NIQOM< 一 … 
是 正 合 的 ， 仅 须 证 明 
0<—K OM —NOM<—KOMe— 0 
都 是 正 合 的 。 对 张 量 积 而 首 ，Ki-IG@M 及 NIG@M 两 处 正 合 性 都 是 
易 证 的 我 们 仅 证 明 较 难 的 KGOM 处 的 正 合 性 、 即 已 知 
N < 一 < 一 0 
是 正 合 的 ，M 是 平 模 ， 求 证 
N@M 2 KQMNM< 一 0 
是 正 合 的 。 以 下 我 们 分 成 几 步 来 证 明 ，1) 设 R=N，K 是 R 的 
理想 ，2) 设 N 是 自由 模 ，3》 一 般 情形 。 


1) 设 (Pre )= 0， riEK，xjEM， 即 
Dx =0€ ROMM, 
18D"- 0 ， 2 
按照 在 模 的 定义 ， 有 *1= 2 84401， Srisn= 0。 代 入 ， 得 


= =0E€EECOM 

了 (es >((5 js1)@et ) 0€E KOM. 

2) 设 人 = 田 Rf 及 站 = Pkyfi ,D7 =0EN@M, 

1 

邯 
DINGQxz = >) 1@®( Thur ) = 0。 
js i 1 

因为 N@M = 四 (RHPG@M)， 所 以 上 式 即 


1@( 人 (te )=0， i 1,2,, 
| i 
亦 即 2 kf = 0 
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以 下 证 法 与 1) 全 同 。 
3) 取 自 由 模 F， 使 F 一 >N 一 > 0 正 合 。 倒 L =a-1(K)， 
P=a-1《0)， 则 有 下 面 左边 的 图 


POM PO@M 


了 P 
ll!, FE LEMe 0 
bk 

| 1 

0 0 0 0 
取 张 量 积 ， 则 得 上 面 右边 的 图 。 显然 有 "OMILON 6 
以 及 


< 一 0 NOQOM< 一 人 QM<---0 


N@OM~F@M/POMILOM/POM = K@M. | 
请 把 下 面 的 定理 与 定理 9.8 相 上 比 。 
定理 9.16 对 任意 模 导 而 首 , 下 面 的 三 个 性 质 是 等 同 的 ， 
1) M 是 平 模 ; 
2)》 对 所 有 的 n 之 1 及 所 有 的 模 N，Tor*CM,N) =0; 
3) 对 所 有 的 模 N，Torf (M,N) = 0， 
证 明 1) 一 > 2)。 任 取 六 的 一 个 射影 化 解 序列 
| .0 < 一 N< 一 C< 一 0< 一 … 
对 M 作 张 量 积 . 根据 上 定理 ， 
0<NQM< CIQNM< COM 


也 是 正 合 的 。 所 以 Tore(CM ,和 N) =0 (Yn 之 1)。 
2) 一 > 3)。 显 然 。 
3) 一 > 1)。 参考 定理 9.15 的 和 证明， 我 们 仅 须 取 一 个 短 正 合 
序列 
0 < 一 NI < 一 N< 一 NI < 一 0， 
则 有 
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0 < 一 NIQM< 一 NQNM< -一 NIQM< 一 Tor(CM,N) = 0 
是 正 合 和 的， 所 以 M 是 平 模 ，1 
习 题 
1。 设 L,M,N 是 R 模 ,证明 有 如 下 模 同 构 ， 
Hom (MCN ,L)~Hom(M ,Hom(N ,L)). 
2。 设 有 RR 模 正 合 序列 
M’—>M— >yM’—> 0， 
NN 是 任意 R 模 。 证 明 下 面 序列 正 合 ， 
MON > MON SS MGQN 一 > 0， 
3。 设 R=2Z,p 是 素数 ， 则 
‘M=2, N=Z/pZ 
都 是 RR 模 。 定 义 模 映射 正 合 序列 : 
0—>M—>M, 
其 中 f(x) = px( 对 一 切 YEM)。 证 明 模 上 映射 序列 
0 一 > MQN -2 MON 

不正 合 。 . 

4。 设 R=Z， m,n 是 正 乾 数 ，d= (m,n)、 又 设 M=2Z/mZ， 
.N=2Z/nZ，,，L=2Z/d2 均 为 R 模 。 证明 : MO@N 才 L，。 

5. 证 明 射 影 模 都 为 平 模 。 

6。 设 Mi(iED 是 R 模 。 证 明 M= 四 Mi 是 平 模 的 充 要 条 
件 是 ， 每 个 Mi 都 是 平 模 。 

7。 设 N 是 RR 模 ， 证 明 N 是 平 模 的 充 要 条 件 是 ， 从 任意 RR 模 
映射 1f; M' 一 M 是 单 射 可 推出 

JGQ1: M'ON-~ MON 

也 是 单 射 。 

8。 设 M,N 是 两 个 循环 群 ， 视 其 为 2 模 ， 求 TorfCM,N)。 
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9， 设 对 ,N 是 两 个 2 模 ， 证 明 Torg(M,N) 作 为 加 法 若是 
一 个 挠 群 人 torsion group)。 


36 同调 维 数 


我 们 把 任意 模 闻 与 射影 模 ( 或 内 射 模 ) 相 比 , 自 然 有 下 面 定 义 。 
定义 9.17 1) 如 果 
0 一 > 0 一 > Co 一 >… 一 > 一 >AM 一 > 0 

是 MM 的 最 短 的 射影 化 解 序 列 ， 则 定义 MM 的 射影 维 数 为 n ， 记 为 
Proj.dim AM =n, 如 果 不 存在 一 个 有 限 长 的 射影 化 解 序列 ， 则 称 
人 的 射影 维 数 为 co。 

2) 如 果 

0 一 全体 一 人 CC 一 > CO-> >C——> 0 

是 好 的 最 短 的 内 射 上 化 解 序列 ， 则 定义 M 的 内 射 维 数 为 mn ， 记 为 
inj.dim M =n。 如 果 不 存在 一 一 个 有限 长 的 内 射 上 化 解 序列 ， 则 称 
MM 的 内 射 维 数 为 oo。 

讨论 1) 显然 ， 

proj.dim M = 0 <=> AM 是 射影 模 ; 
inj.dim M = 0 <=> M 是 办 射 模 。 
2) 取 M =Z/mZ。 显然 M 不 是 射影 Z 模 。 我 们 有 
0~—>2Z—>2—>Z/mZ2—>0, 

所 以 proj.dim M =1. | 

我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 9,17 设 M 是 模 ，7 是 非 负 整数 。 则 下 面 的 条 件 等 价 : 

1) proj .dim Mn, 

2) 对 任意 模 N，Ext"+1CM,N) =0 . 

3) 任 给 一 个 正 合 序列 

0 一 > CC >M—> 0， 


如 果 所 有 的 Ci 《i<n) 都 是 射影 模 ， 则 C， 也 是 射影 模 。 
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证 明 1) 一 > 2)。 取 内 的 长 度 不 超过 ?的 射影 化 解 序列 
0 一 > 0 一 > Cr > … 一 > Co 一 > M 一 > 0， 
计算 Ext"+1CM,NN) 即 可 。 
2) = 一 > 3)， 把 正 合 序列 
0—>0—> CO 一 > 一 > 00—> M—>0 


分解 成 短 正 合 序列 


0 /oN Cis -ai Cis -3 
A 
八 AAS 
\/ 
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此 处 尺 ! =ker di =im di,1。 应 用 定理 9.7 于 短 正 合 序列 
0—>K—>C0—> Kn—>0, 
以 及 
Exti(Ci,N)=0 (Yi2>1), 
立 得 
ExtiCK, 1, NExt?(K, oe, N)~ os Ext*+1(M , N) =0, 
所 以 ， 根 据 定理 9.8，Ca 一 天 -是 射影 模 。 
3) 一 > 1)。 先 构造 一 个 自由 化 解 序 列 
CBO > >C syM— >0., 
合 Cn =ker d。_!， 则 自然 有 
0 一 >0, 一 >C。 0, > SC >M— >0 
正 合 。 根 据 3) ，C, 是 射影 模 。 立 得 
proj .dim Ms<n。 | 
例 14 1) 如 果 环 尺 是 域 ， 则 任意 尽 模 都 是 向 量 空间 ， 也 即 
自由 尺 横 。 此 时 我 们 恒 有 
proj .dim M = 0。 
2) 如 果 尺 是 主 理想 整 环 ， 任 取 尺 模 M 及 一 个 自 由 尺 模 下 ， 
使 
下 -一 >M 一 >0 
正 合 。 则 天 = kero 也 是 一 个 自由 模 。 于 是 ， 立 得 
0O—>K—>F—>M—>0 
是 太 的 一 个 自由 化 解 序列 ， 即 
proj.dim M<1。 | 
以 上 的 例子 表明 了 proj.dim M 显示 环 R 的 某 种 性 质 。 请 见 
下 面 的 定理 ， 
定理 9.18 设 尺 是 一 环 ，7 是 非 负 整 数 。 则 下 面 的 条 件 是 等 
同 的 ， 
1) 对 所 有 的 只 模 M，proj.dim Mn 
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2) 对 所 有 的 R 模 N ,inj.dim N<m 

3) 对 所 有 的 R 模 M 及 N，Exts''(M,N) =0. 

证 明 1)<-> 3)。 见 上 面 的 定理 9.17， 

2) 一 > 3)。 应 用 NN 的 长 度 不 超过 了 的 内 射 上 化 解 序列 计算 
Exte”(M,N)， 立 得 。 

3)==> 2)。 取 正 合 序列 

0 一 > 从 一 > CC 一 > CI 一 > -一 > CC 一 一 人 > 忆 一 > 0， 
此 处 CoCLyC21 是 内 射 模 。 与 上 面 定理 9.17 的 证 明 一 样 ， 我 
们 可 以 得 出 
ExtiCM,D) Ext"+1CM ,N) = 0， 

所 以 DD 是 内 射 模 ， 也 即 上 面 的 正 合 序列 是 入 的 办 射 上 化 解 序 列 。 
于 是 inj.dim N<n。 4 

从 上 面 的 定理 ， 我 们 立即 导出 ， 对 给 定 的 环 R， 

sup(proj .dim M) = sup(inj.dim M), 
Mu Mi 

定义 9.18 上 面 的 那个 值 ( 可 能 是 co)? 称 为 尽 的 整体 维 数 ， 记 
为 gdimR,。 

讨论 例 14 的 意义 是 ，1) 如 果 RR 是 域 ， 则 有 

gl dim R=0; 
2) 如 果 R 是 主 理想 整 永 ， 则 有 
gl dim R<1, 

例 15 ”我 们 现 举 一 例 ， 说 明 glLdim 尺 可 以 是 ce。 今 关 是 一 

域 ，R=K[t*,t3]。 用 如 下 的 定义 ， 可 以 使 成 为 RR 神 : 
ft,23)K=f00,0)k, EX。 


我 们 要 给 出 R 模 的 一 个 射影 化 解 序列 如 下 ， 
. dl d2 ds 
0€—K<——R<—RORe—ROR<—ROR 
ds, ds 
<— ROR<—ROR <—.., 
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此 处 我 们 把 R 曙 的 元 素 写 成 直列 |， 而 
, ts £2 13 -i 
d=[t ~-t?], d=| 4 13 ]， -| ， ,| 
di=d， 由 =d， 
映射 ed da ds 的 定义 即 为 
el(f lt?,13)) = 1(0,0), 


(|, |)=Fe 于 
4)-[ 1 )=[ oso], 
(VD (=[ 2 


读者 自行 检验 ， 上 面 的 序列 确 是 的 一 个 射影 化 解 序 列 。 我 们 现 
在 用 这 个 序列 来 计算 Ext"(K,K)，。 先 得 到 复合 形 


bd 素 
0—>Hom(R,K)—!> Hom (ROR,K) >.... 


任 取 JEHom(R,K) 及 gE Hom(RODR,K)。 使 
so([ 7])=k, oD) =k. 
不 难看 出 ， 任 取 rE R=K[t?,ts]， 有 
fr: 1)=rf(1)=rk =r(0,0)K, 
or [0])=rC0, 0 or ]) -oob， 


立 得 
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eof 人 -ra 人 J-Aee-o 


= (ats ~ bt?2)k, = 0 = 0， 


却 d=0, 
同 法 可 知 d=dy = =0, 
于 是 | 


Ext*+1(K,K) = Hom(ROR,K)T0, 
因此 
proj.dim K=c0, gldim R=o0, | 

下 面 的 定理 是 “Hilbert 合 冲 定理 ”的 一 种 形式 。 证 法 较 繁 ， 
因此 略 去 了 。 
”定理 9.19 分 KK 为 城 ，R=K[xi,… ,xs]， 共 中 +4 为 变数 。 
则 有 

gl dim R=n., 

有 一 个 著名 的 “Serre 猜 想 ”。 . 

Serre 猜想 ” 合 K 为 域 ，R=[x1，,… ,xw]，xi 为 变数 。 则 任 
何 一 个 射影 RR 模 计 都 是 自由 模 。 | 

在 1977 年 ，Suslin 及 Quillen 分 别 独 立地 证 明了 Serre 猜想 。 
与 定理 9.19 结 合 ， 我 们 得 出 ， 

定理 9.20 今 尺 如 定理 9.19， 则 任意 尺 模 M 都 有 一 个 长 度 不 
超过 4 的 自由 化 解 序 列 ，| 


习 题 
1。 设 环 R 的 每 个 理想 都 是 射影 六 模 ， 证 明 对 任意 一 个 尺 模 
M, proj.dim M1, 
2。 设 I 是 环 R 的 理想 证明; 或 者 尺 / 了 是 射影 尺 模 ， 或 


者 
Proy .dim(R/I) = proj.dim(1) +1。 
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(这 里 认为 +oe = + +1。)》 

3， 设 0 一 > M' 一 > M 一 > AM 一 > 0 是 尺 模 正 合 序 列 ， 
M 是 射影 模 。 证 明 ， 或 者 三 个 模 都 是 射影 RR 模 ， 或 者 

Proj ,dim(MY) = proj. dim(M’) +1, 

4。 设 0 一 >M' 一 > M 一 > M" 一 > 0 是 尺 模 正 合 序列 。 
果 共 中 两 个 模 射 影 维 数 有 限 ， 那 么 第 三 个 模 射 影 维 数 也 有 限 。 
别 地 ， 如 果 

proj.dimCM’) =n, proj.dim CM’)<&u, 

那么 proj .dim(AM) =n, 


5， 设 0 一 > M' 一 >M 一 > My 一 > 0 是 只 模 正 合 序列 ，j 


明 
proj .dim MY<<max{fproj.dim M’, proj.dim M} +1。 


6， 设 0 一 > M' 一 > M 一 > M”" 一 > 0 是 只 模 正 全 序列 ，j 


明 
proj .dim M 过 max{fproj.dim M’, proj.dim MY7]。 


市 


如 
特 


7。 证 明 gldim R<1 的 充 要 条 件 是 R 的 每 个 理想 都 是 射影 民 


借 。 


8。 坛 求 proj .dim(Q) 和 inj.dim(Z)。(Q,2Z 都 团 作 Z 模 。) 


9。 设 Mi(iE 1) 是 R 模 ，M = TJM:。 证 明 
tei 


inj.dim M = sup{inj.dim M,}, 
10、 证 明 gl dim(Z) = 1 
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附录 “代数 曲线 论 简 介 
(一 ) 在 微 积 分 学 中 ， 我 们 用 部 分 分 式 的 方法 ， 可 以 求 下 列 
积分 
(1) | fOr)dx, 


起 处 f(x) 是 一 个 一 元 有 理 丽 数 。 进 一 步 考 虑 
(2) | fCsing ,cos0)d0, 


此 处 fsinb ,cos0) 是 sing 与 cos0 的 有 理 责 数 。， 合 sin0 = y， Co80 = 
x， 那 么 *,y 适合 圆 的 方程 式 

. X22+y =1。 
如 图 1 ， 连 接 ( 一 1,0) 与 (eos9,sin9) 成 一 直线 ! 。 我 们 用 直线 了 
得 出 圆 的 参数 方程 如 下 ， 
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i y=t(x+1), 4 全。 


特 其 与 加 的 方程 式 联 立 求解 开讲 去 x*= ~1，y=0， 得 


1 一 权 2 
村， 了 一 T 生 。 
又 有 
= 3in9d0 = dx， 
代 大 (2) 式 ， 立 得 


| f(sinb ,cos0)d0 = pa 


此 处 kb 是 上 的 一 元 有 理 画 数 。 
总 结 上 面 的 讨论 ， 一 般 簿 之， 我们 可 以 讨论 下 列 的 积分 ， 


G3) fsar, 


此 处 f(x, 妨 是 一 个 有 理 画 数 ， 而 且 x,y 适 合 下 面 的 代数 方程 
(4) g(x,y) = 0。 


我 们 可 以 立刻 把 对 (2) 式 的 讨论 推广 到 下 面 的 情形 ， 设 (4) 式 
有 一 有 理 参 数 表示 式 ， 
x=0(t), y=B(), alt),B() EC), 
那么 (3) 式 可 以 变换 成 


(5) jw h(ty Ee CO), 


因此 上 式 妇 结 成 (1) 式 ， 可 用 部 分 分 式 求 积分 。 
出 此 可 见 ，《3) 式 的 积分 问题 可 以 归结 成 (4) 式 所 定义 的 
“代数 曲线 ”的 性 质问 题 。 我 们 给 出 如 下 的 定义 。 
定义 1 由 (4) 式 定义 的 代数 曲线 C,， 如 果 有 形 如 (5) 式 的 有 
理 参数 卖 示 式 ， 则 称 C0, 的 千 格 为 0 。 
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(二 ) 在 数学 中 ， 有 三 个 概念 是 一 致 的 ， 即 ， 

1) { 无 奇异 点 的 复数 射影 代数 曲线 )}， 

2) { 紧 致 黎 曼 曲面 }; 

3) {C 上 超越 次 数 为 1 的 域 工 }。 
以 下 我 们 将 自由 地 交错 使 用 这 三 个 概念 ， 尤 其 是 前 两 个 概念 

在 拓扑 学 中 ， 我 们 知道 ， 任 到 一 个 紧 致 曲面 C1, 用 三 角 神 分 
(trianglization) 分 解 C,， 今 8 为 点 数 ，5 为 线 眉 数 ，5s 为 面 数 ， 
那么 ， 式 们 恒 有 下 面 的 公式 ， 

尤 拉 特征 公式 

尤 拉 特 征 =x=66-5,+6s=2-29， 


其 中 g 是 紧 致 曲面 C, 的 “ 洞 数 ”， 即 气 格 ， 
图 2 给 出 了 亏 格 是 0,1,2 的 图 形 。 


(三 ) 以 下 我 们 要 用 尤 拉 特 征 公式 及 贝 朱 定 理 (第 三 章 ) 计 算 

一 个 无 奇异 点 的 平面 射影 代数 曲线 Ci 的 亏 格 。 
设 卉 次 式 1(x,y,z) = 0 定义 了 平面 射影 代数 曲线 C,。 适 当选 

取 无 穷 远 直 线 z =0， 使 1(x,y,2) 与 fz(*,y,?) 在 z=0 无 交点 。 应 
用 贝 朱 定理 ， 立 得 

#CFC,y, DD =00N {fx,y,1) =0) =nCn -1), 
此 处 n=deg f(x,y,z) =C; 的 次 数 。 
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从 代数 几何 的 观点 来 看 ( 见 图 3)，f = 0 与 六 = 0 的 交点 正 是 


那些 切线 为 垂直 线 的 那些 
点 。 从 黎 受 曲面 的 观点 来 
说 ， 当 从 黎 曼 曲 面向 * 轴 
(相当 于 C。 加 上 无 穷 远 
点 ， 即 成 了 球面 ) 投 影 时 ， 
这 些 点 邻近 的 两 点 (或 更 
多 点 ) 重 合成 一 点 了 。 因 
此 相当 于 投影 映射 的 分 歧 
点 ( 见 图 4 )。 适 当地 选取 
投影 方向 ,不 妨 假定 ,所 有 
的 垂直 切线 都 是 以 二 重点 
切 于 Ci。 换 句 话说 , 所 有 
的 分 歧 点 都 等 于 二 重点 。 


在 作 了 上 面 的 安排 之 后 ， 我 们 可 以 如 下 计算 C1 的 亏 格 ， 在 球 
面 (x* 轴 加 上 无 穷 远 点 ) 上 选取 一 个 三 角 剖 分 ， 使 癸 站 切线 在 * 轴 
上 的 落 点 ， 都 是 三 角 章 分 的 点 。 今 球面 三 角 剖 分 的 点 数 = 60， 线 
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段 数 =5,， 面 数 = 0。 然后 把 这 个 三 角 剖 分 上 升 成 黎 坚 曲面 C1 的 
一 个 三 角 痢 分 。 又 今 它 的 点 数 = 4 线段 数 = 4,， 面 数 = 4:。 显 
然 ， 我 们 有 下 列 的 关系 式 ， 


60— 61+62=2, 
ho=n60-nn-1), A=n6, 4,=n6,, 
于 是 算出 C, 的 亏 格 g 如 下 


Mo~-A+Ah,=2-29, 
(no— n(n-1))— nd) +(n6,) =2 -29, 
2n-n(n-1)-2= -29, 


即 = 地 (nD(n-2), 


不 难看 出 ， 无 奇异 点 的 三 次 平面 射影 代数 曲线 的 亏 格 是 1 。 
《四 ) 与 上 面 讨论 类 似 地 ， 我 们 可 以 得 出 Hurwitz 公式 如 
下 ; 


2g9c, -2=n(29c,~ 2) + > (01~1), 
全 


此 处 自 黎 曼 曲 面 C1 到 黎 曙 曲面 C2 有 一 个 n 次 代数 复 县 映射 ，gc， 
是 C 的 亏 格 ，gc, 是 Cs 的 亏 格 ，6 是 各 点 的 分 歧 指 数 。 
(五 ) 我 们 回 到 积分 (3) 移 讨论 ， 


ea, 


如 果 把 积分 号 “|” 取 消 ， 则 成 了 /A(x,y)dx， 称 为 城 了 = Clx,y) 


的 微分 形式 
对 于 一 个 故 数 1EL=CCx,y) ,我 们 可 以 考 虚 它 的 老 因 子 (f)。 
(zero-divisor) 及 极 因子 (/).(pole-divisor)， 


(fo = Dy mps, (f)»= Dy miqs, 
了 1 
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此 处 2)mipi 是 7 的 零点 的 形式 和 ， 而 ni 是 老 点 pi 的 重 数 ， 
是 了 的 极点 的 形式 和 ， 而 mi 是 极点 4f 的 重 数 。 与 复 变 


论 类 似 ， 不 难 证 明 ， 一 个 有 理 画 数 的 零点 数 等 于 极点 数 。 换 
之， 我 们 有 下 列 公式 ， 


deg(f)=deg(f)o- deg(f) ,= Dn Dimi=0, 
1 i 


对 于 一 个 微分 形式 fdx 及 任意 点 pl， 我 们 可 以 考虑 fdx/dt 在 
pi 点 的 零 阶 mn; 或 极 阶 mt， 此 处 诗 是 在 pi 点 附近 的 参数 。 如 此 ， 
我 们 可 以 定义 fdx 的 因子 为 


2 nipi— DY msqs, 
1 1 


及 及 Jax 的 次数 deg(1dz) = mi - 可 ms。 任 取 另 一 微分 形式 


gdy， 则 立 得 
dx 
gdy 
是 一 夯 数 。 因 此 ， 我 们 有 


0 -acg 人 (5 作 ) - deg(fdx) - deg(9d7)。 


于 是 我 们 有 下 面 的 定义 及 定理 。 

定义 2 任意 微分 形式 fdx 的 因子 天 称 为 域 志 的 典型 因子 。 

定理 1 域 了 的 任意 两 个 典型 因子 及, 有 有 相同 的 次 数 。 

这 种 典型 因子 的 次 数 是 多 少 呢 ? 见 下 定理 。 

定理 2 ” 今 超越 次 数 为 1 的 域 工 的 亏 格 为 g《 即 与 相应 的 紧 
致 黎 曼 曲面 的 亏 格 是 9 )，jdx 是 上 的 微分 形式 ， 那 么 

deg(fdx) =2g 一 2。 
证 明 1) 设 9=0, 工 =C(b0。 我 们 仅 须 对 此 证 明 deg(db = 
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一 2 显然 ， 在 4 点 处 ， i ~ 4 是 它 附 近 的 参数 ， 以 及 
PXT kt 

所 以 dt 在 有 限 点 4 处 的 堆 阶 或 极 阶 恒 为 0。 在 无 穷 远 点 附近 ，? = 

二! 是 寡 数 ， 以 及 


因此 由 在 无 穷 远 点 有 极 阶 2。 所 以 
deg(dt)= -2=29-2。 
2) 以 下 对 9 之 0 证 明 。 合 L=CCx,) 汪 C(x)=F。 取 x 为 F 
及 工 的 微分 形式 、 我 们 有 ， 在 对 计算 时 ， 
deg(dx) = -2=2g9r —2, 
工 是 的 nn 次 代数 重 仅 。 对 非 分 歧 点 考虑 ，dx 对 的 一 个 规 点 将 
上 和 天 到 工 为 n 个 才 点 ; 同样 的 ，dx 对 下 的 一 个 极点 将 上 升 到 上 为 
n 个 极点 。 我 们 再 对 分 歧 点 考虑 。 设 工 的 点 91 为 分 歧 指 数 61 的 对 
FF 的 pi 的 复合 设 qi 点 附近 的 参数 为 上 ， 则 有 
x=ét1t, 86(00D 广 0。 
即 有 dx oete rt 4 tr, 
于 是 dx 在 1 点 的 臂 阶 为 6;1 - 1。 综 上 所 述 , 不 难看 出 (参考 Hurwitz 
公式 )， 在 对 上 计算 时 ， 


deg(dx) =n(29r -2) + 2) (ei-1)=29,-2, | 
二 
(大) 今 局 是 域 工 的 一 个 因子 。 换 句 话说， 
D= 2) Nipi ~ Dy m93, 
i i 


以 上 的 和 是 有 限 形式 和 ，pi 及 94; 是 荆 的 点 ( 即 工 的 赋值 )，niynm 
均 为 非 负 整数 。 命 
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degD= > ni— Dm 
1D) = dimo{f EL: (1) +D>>0}, 
上 面 的 不 竺 式 (f) + DD 之 0 即 因子 (f》+D 中 无 负 项 的 意思 。 我 们 有 
下 列 的 车 名 定理 。 - 
Riemann~-Roch 定 理 恒 有 
CD) =deg D-g+1+l(K-D,), 
此 处 天 是 一 个 典型 因子 。 
我 们 不 给 出 Riemann-Roch 定理 的 证 明 ， 而 是 给 出 它 的 一 些 
应 用 如 下 。 
定理 3 1!((dx)) =g。 
证 明 在 Riemann-~Roch 定 理 中 ， 取 D = 天 =(dx)。 此 时 
K-D=0, | 
1(0) = { 无 极点 的 画 数 } 的 维 数 = dimoC = 1 
以 定理 2 的 结果 代入 Riemann-Roch 定理 ， 立 得 
IC((dx))=(29-2)-g9+1+1=g9,. | 
无 极点 的 微分 形式 fdx 称 为 上 的 正则 微分 形式 。 
定理 4 工 的 所 有 正则 微分 形式 构成 的 C 向 量 空间 的 维 数 = 
g. 
证 明 ”fdx 是 正则 的 < 和 > (fdx) = (f) + (dx) 之 0。 于 是 自 上 
定理 立 得 本 定理 。 | 
例 考虑 下 面 的 代数 曲线 C， 
fx = x(x—1)(x -2)=0, 
考虑 (f ,fz,fy)， 不 难看 出 ,C 在 所 有 有 限 点 都 是 非 奇 异 的 。 在 无 
穷 远 点 来 券 谍 ， 我 们 首先 把 f(x,y) 齐 欢 化 ， 得 出 
F(x,y,2) =Y2— XX— 2 (x— 22), 
再 求 z = 0 时 (相当 于 无 穷 远 站 线 上 ) 的 解 ， 即 x=0，> =0, y 坟 0。 
可 令 y =1。 得 出 
ZzZ— x(xX—2)(X— 22) =0, 
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此 曲线 在 * = 0， = 0 点 显然 是 非 奇异 的 。 因 此 我 们 知道 此 代数 曲 
线 是 无 奇异 点 的 三 次 曲 线 。 应 用 第 三 部 分 的 算式 ， 立 得 


g= 卫 (3-1)(3-2) =1， 


根据 定理 4 ， 我 们 知道 有 一 个 正则 微分 形式 。 实 际 上 ， 此 微分 形 
式 可 以 如 下 算出 ， 
0=df =2ydy— [x(x—1)(x- 2)]’dx, 
即 
2dy _dx 
LxCx—1)Cx-2)] vy° 
读者 自 证 dx/y 即 是 所 求 的 正则 微分 形式 。 | 
我 们 给 出 下 面 的 定义 ， 
定义 3 ” 设 域 上 二 C，tr deg(L/C) =1。 那 么 ， 工 的 正则 微分 
形式 构成 的 C 向 量 窗 间 的 维 数 称 为 上 的 几何 亏 格 。 
于 是 ， 上 面 的 定理 4 即 是 说 ， 一 个 无 奇异 点 的 代数 曲线 (或 
者 说 ， 一 个 紧 致 黎 曼 曲面 7) 的 几何 亏 格 等 于 亏 格 。 
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汉 英 名 词 索引 


二 画 ? 


一 秩 离 散 典 信 环 。 discrete valuation ring of rank 1 

一 般 点 generic point 

Artin-Rees 引 理 。 Artin-Rees lemma 

Artin 环 artinian ring 

Auslander-Buchsbaum 定 理 Auslander-Buchsbaum theorem 
Cokhen-Seidenberg 上 升 定 理 Cofen-Seidenberg going-up theorem 
Dedekind 整 环 Dedekind domain 

了 上 .K.Sehmidt 的 例 。 F.K.Schmidt’s example 

Hensel 引 理 Hensel’s lemma 

Flilbert-~Serre 定 理 。 Hilbert-Serre theorem 

Hilbert 合 冲 定理 Hiilbert syzygy theorem 

Hilbert 特 征 多 项 式 Hilbert characteristic polynomial 
Huarwitz 公 式 Hurwitz formula 

1-adic 拓 扑 I-adic topology 

I.S.Coken 定 理 1.5.Cohen’s theorem 

Jacobson 祖 理想 Jacobson Tadical 

Jordan 定 理 Jordanys theorem 

Krull 主 更 想 定理 Krull?’s principal ideal theorem 
Krull 维 数 。 Krull dimension 

Kryll 驴 环 。 Krull domain 

-赋值 k~valuation 

Lasker-Noether 定 理 Lasker-Noether theorem 
Mittag-Leiffler 定 理 。 Mittag-Leffler theorem 
Newton-Puiseux 定 理 Newton-Puiseux theorem 
Poincaré 级 数 Poincaré series 

Riemann-Roch 定 理 Riemann-Roch theorem 

Serre 猪 想 。 Serre’s conjecture 

"Weierstrass 马 备 定理 Woeiersirass? preparation theorem 


@@ ” 凡 英 文字 母 开始 的 词汇 都 并 入 一 本 之 内 。 
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178 
121,126 
57,58 
273 
61 
192,279 
64 

90 

45 

46 

85 

41 
167 
101 
37 
118 
124 
53 
282 
273 
75 


”Zariski 拓 扑 Zariski topology 24 


二 画 
九 何 亏 格 geometric genus 283 

三 面 
三 角 不 等 式 。 triangle inequality - 93 
号 格 genus 276 
上 边缘 coboundary 220 
上 财 链 cocycle 220 
上 同调 模 cohomology module 220 
上 链 复 合 形 cochain complex 219 
上 化 解 序列 coresolution 239 
与 理想 1 相伴 的 分 次 环 。 graded ring associated with ideal 了 52 
与 理想 1 相伴 的 分 次 模 graded module associated with ideal 了 52 

四 夯 
不 可 约 子 集 irreducible subset | 28 
不 可 约 理想 。 irreducible ideal 32 
不 可 约 代数 曲线 irreducible algebraic curve 28 
不 杂 的 unmixed 151 
中 心 center JI05 
中 山 引 理 Nakayama’s lemma 45 
分 解 型 decomposed 210 
分 解 群 decomposition group 205 
分 解 城 decomposition field 205 
分 战 性 扩充 ramified extension 129 
分 盐 型 ramified 210 
分 歧 指 数 ramification index 209 
分 次 环 graded ring 51 
分 次 模 graded module 51 
分 理想 fractional ideal 159 
分 母系 multiplicative system 1 
内 射 模 injective module 238 
内 射 上 化 解 序列 injective coresolution 239 
内 射 维 数 injective dimension 268 


余人 入 complementary set 

互 余 模 complementary module 

互 余 基 complementary basis 

无 限 的 赋值 infinite valuation 

尤 拉 特 征 公式 Euler’s characteristic formula 
认同 identify 

化 解 序列 resolution 

反 变 张 量 contravariant tensor 


五 ” 画 


代数 多 样 体 (代数 侯 》 algebraic variety 
代数 函数 域 field of algebraic functions 
代数 整数 环 ring of algebraic integers 
正 合 序列 exact sequence 

正规 序列 。 normal series 

正规 环 normal ring 

正规 代数 多 样 体 。 normal variety 

正则 局 部 环 。 regular local ring 

正则 参数 系 regular system of parameters 
正则 微分 形式 regular differential form 
正 复合 形 。 “positive complex 

主 分 理想 principal fractional ideal 

主因 子 principal divisor 

主要 赋值 essential valuation 

平 沸点 smooth point 

平凡 赋值 trivial valuation 

平 模 {let module 

边缘 boundary 

边 银 算 于 boundary operator 

可 逆 的 分 理想 invertible fractional ideal 
加 法 全 序 交 换 群 。 additive commutative totally ordered group 
长 谋 length 

古典 理想 理论 classical ideal theory 
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19 
144 
158,176 
220 
46 
148 
150 
86 
86 
282 
219 
159 
150 
167 
86 
99 
262 
217 
215 
159 
92 
46 
178 


因子 divisor 

因子 群 。 group of divisors 

因 子 类 群 divisor class group 
同调 模 ”homology module 

闻 伦 Hiomotopy 

共 弦 基 dual basis 

共 变 张 量 corariant tensor 
全 比 环 。 total quotient ring 

全 序 群 totally ordered group 
有 限 的 赋 信 finite valuation 
交集 定理 intersection theorem 
自由 化 解 序列 free resolution 
合成 序列 composition series 
约 化 了 的 环 reduced ring 

导出 函 子 derived functor 

收 敏 蚕 级 数 环 ring of convergent power serieses 
多 项 式 艇 数 环 Ting of polynomial functions 
阶 ， 有 阶 数 order 

齐 次 元 homogeneous element 
字母 全 序 lexicographic order 
半 然 ”cycle 

负 复合 形 。 negative complex 


七 画 


局 部 化 环 localized ring 

局 部 环 local ring 

局 部 域 local field 

局 部 次 数 。 local degree 

着 尔 伯 特 零点 定理 ( 弱 式 ) Hilbert Nullstellensatz (weak form) 
鞍 尔 伯 特 零点 定理 ( 强 式 ) Hilbert Nullstellensatz(strong form) 
拟 紧 致 空间 quasi~compact space 

拟 道 元 。 quasi-inverse 

形式 署 级 数 环 ring of formal power serieses 


150,280 
150,167 
150,168 


判别 式 discriminant 

余 维 数 codimension 

位 place 

连结 映射 connecting mapping 
投入 映射 augmentation 


八 
极 小 素 理 想 minimal prime ideal 
极 大 谱 集 maximum spectrum 
极 因 子 pole divisor 
非 奇异 点 ”non-singular point 
非 平滑 点 non-smooth point 
非 分 歧 的 unramified 
非 分 歧 扩 充 unramified extension 
表 差 式 different 
央 差 指数 differential exponent 
典型 赋值 canonical valuation 
典型 因子 canonical divisor 
孤立 紊 理想 。 isolated prime ideal 


孤立 淮 素 分 支 isolated primary component 


孤立 子 群 isolated subgroup 
拓扑 环 topological ring 

拓扑 模 topological module 
实 赋值 real valuation 

直 和 因子 direct summand 

范 理想 ”norm of an ideal 
奇异 点 singular point 

定义 理想 ideal of definition 
参数 系 ”System of parameters 
重 链 性 catenary 
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相伴 分 次 环 associated graded ring 


加 
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相伴 分 次 模 associated graded module 


相对 次 数 relative degree 
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224 
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相对 几 黄 玫 zetatiye homofogy groit 238 


复合 形 。 complex 216 
映射 mapping | 216 
年 数 mtltiplicity 52 
指数 丘 信 exponential valuation 93 
整 猴 different 186 
张 量 积 tensor product 258 
独立 的 赋值 independent valuation 119 
| 十 画 
素 沽 子 。 prime divisor 144 
素 谱 集 prime spectrum 23 
诺 德 正 规 化 定理 Noetherys normalization theorem 11 
诺 德 空间 noetherian space 29 
射影 代数 曲线 projective algebraic curve 158 
射影 模 projective module 233 
射影 复合 形 ”projective complex 235 
射影 化 解 序列 projective resolution 235，242 
射影 维 数 projective dimension 268 
惯性 型 inertial 211 
惯性 群 inertial group 206 
惯性 域 inertial field 207 
根 殖 想 radical 18 
b;3 rank 100 
准 素 理 想 。 primary ideal 32 


桶 法 全 序 交换 群 。 multiplicative commutative totally ordered group 98 


十 一 而 

第 一 类 素 因 子 first kind of prime divisor 147,148 

第 二 类 素 因 子 second kind of prime divisor 147 

高 虚 hight 人 

理想 类 群 ideal class group 168 
十 二 画 

投 什 Yaluation 98 
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峰值 环 vatuation fiag 
英信 域 valued field 
冉 值 的 限制 restriction of valuation 
妓 值 的 扩充 extension of valuation 
- 剩余 次 数 。 residue degree 
剩余 维 数 residue-dimension 
剩余 代数 性 的 residuely algebraic 
剩余 有 理性 的 residuely rational 
等 零 元 素 nitpotent element 
筹 零 根 理想 nilradical 
嵌入 素 理 想 ”embedded prime ideal 
找 入 准 素 分 支 embedded primary. component 
柑 入 维 数 。” embedding dimension 
超 曲 面 。 hypersurface 
等 价 的 赋值 equivalent valuation 
链 复 合 形 chain compliex 
强 三 角 不 等 式 strong triangle inequality 
遥 近 定理 approximation theorem 
短 正 合 序列 short exact sequence 


十 三 


徽 区 germ 
微分 形式 differential form 
简略 淮 训 分 解 irredundant primary decomposition 
. 算术 亏 格 。 arithmetic genus 
十 四面 
编 分 岐 指数 reduced ramification index 


十 六 画 
较 数 相关 integral dependence 
整数 闭 包 integral closure 
散 数 封闭 的 。 integrally closed 
整理 想 integral ideal 
整体 域 global field 
整体 次 数 。 global degree 
整体 维 数 global dimension 


290 


95 
101 
108 
107 

129,177 
101 
101 
101 

27 
27 
36 
36 
86 
86 
96 
219 
68,93 
117 
224 


116 
279 
34 
55 


129,177 


